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INTRODUCCION

Esta guia de estudio de Matematicas Ill, esta elaborada por profesores del Colegio
de Ciencias y Humanidades plantel Sur, con el fin de que todo alumno que vaya a
presentar su examen extraordinario, tenga un apoyo pedagdgico a través de
diversas actividades para su desarrollo de habilidades, comprensién vy
procedimiento durante su estudio personal y presente su examen con éxito.

En la guia encontraras en cada una de las unidades instrucciones, presentacion
de la unidad, conceptos claves que son basicos, los cuales algunos fueron
adquiridos en semestres anteriores, asi como teoremas y definiciones que
corresponden a esta asignatura, donde se recomienda que se memoricen, para
realizar satisfactoriamente los ejercicios que te corresponden, también contiene
ejemplos y ejercicios resueltos con diferentes grados de dificultad. con el fin de
qgue tu aprendizaje sea gradualmente, posteriormente hay autoevaluacion y en
cada unidad hay bibliografia basica, complementaria y mesografia, que la
biblioteca de tu colegio podras encontrar.

A continuacion, te damos las cinco unidades que cumplen el programa de estudio
vigente 2016, de la asignatura Matematicas IlI.

Unidad 1. Elementos de trigonometria

Unidad 2. Elementos basicos de geometria analitica.
Unidad 3. La recta y su ecuacion cartesiana

Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana
Unidad 5. La circunferencia, la elipse y sus ecuaciones

RECOMENDACIONES PARA TU ESTUDIO

Estudia en horas apropiadas, asi como el lugar.

Es necesario que uses calculadora cientifica.

Durante tu estudio ten libros de la bibliografia para aclarar tus dudas.
Revisa tu procedimiento en cada ejercicio.

Si hay subtemas o temas que se te dificulta, ve a asesoria del colegio.

X X X X X

NnTe deseamos | o mejor en tu examen



Unidad 1. Elementos de trigonormiatr

Unidad 1. Elementos de trigononiatr

Presentacion

En esta unidad el alumno comprendera los conceptos de razones e identidades
trigonométricas, asi como las leyes de senos y cosenos mediante la resolucién de
problemas en distintos contextos que involucren tridngulos con la finalidad de construir
conocimientos que seran empleados en asignaturas posteriores.

Conceptos claves

Numero racional. Es un nimero que se puede expresar de la forma a/b donde a, b son
nimeros enterosy b | 0.

Razon. Se llama razén a la relacidén que se establece entre dos magnitudes y se representa
como un namero racional.

Reciproco de un numero. Es el inverso multiplicativo de un namero.

Semejanza. Dos poligonos son semejantes cuando las medidas de los lados homélogos
guardan la misma proporcion y sus angulos correspondientes son congruentes.

Teorema de Pitagoras. En todo tridngulo rectangulo, la suma de las areas que se dibujan
sobre los catetos es equivalente al area del cuadrado que se dibuja sobre la hipotenusa.

Sugerencias de actividades de aprendizajes teorico practico

Trigonometria: Es la rama que de las mateméticas que estudia las relaciones, propiedades
y leyes que determinan a los elementos de los triangulos en términos de las llamadas
razones trigonométricas, y el andlisis que se hace de relaciones derivadas de estas
razones.



B Sea el triangulo ABC.
W Donde:

1 A, B, Cson los angulos internos del tridngulo
a rectangulo.
1 Ay B son los dngulos agudos y C es el &ngulo
recto.
- 1 a, b son las longitudes de los catetos del
triangulo y ¢ es la longitud de la hipotenusa.

Con respecto al &ngulo A:

1 arepresenta la longitud del cateto opuesto
1 b representa la longitud del cateto adyacente
1 crepresenta la longitud de la hipotenusa

Razon trigonométrica: Es la relacién que se establece entre las longitudes de dos de sus
lados de un tridngulo rectangulo con uno de sus angulos agudos.

Definicién de razones trigonométricas

Razones trigonométricas directas

6 B aé ¢ QDB 06 Qi d ¢
a ¢ & QQ®OERN £ 0 Q& M O

5150 a ¢ & QBB HREHGI Qo Q
aé & QQENERN £ 0 QE 0d O

6 A5 0 €& QDo 0§ H Qi oiE
a €& QB DR DI Qo Q

Razones trigonométricas reciprocas

A 180 a €& QBB BRELO DI QHO Q
aé e QuExado Bg 6 Qi ok




Unidad 1. Elementos de trigonormiatr
— & ASA 0 € & QOB £ 0 QE 0D O
A€ & QOB BREOGI QH6 Q

T G € ¢ UQRGERN £ 0 QF doi 6

a€ € QOBBMo g H Qi @ ¢

A DA

Ejercicio 1.
Indica, en los siguientes tridngulos rectangulos, la hipotenusa, asi como el cateto opuesto

respecto al &ngulo indicado.

a) b) <)

90°

Ejemplo 1:

Expresa las razones trigonométricas directas y reciprocas del triangulo rectangulo para el
angulo B.

:‘ Solucion:
. 13 oml — AGA —
el : - AisO — OMA —
Ejercicio 2.

Expresa las razones trigonométricas directas y reciprocas de los siguientes triangulos
rectangulos para el angulo sefalado.



Unidad 1. Elementos de trigonormiatr

Tridngulos rectangulos notables
Para el triangulo rectangulo uno, determina la longitud de la hipotenusa x.

Tridngulo uno

La longitud de la hipotenusa es:

¢De qué tipo de triangulo se trata?

Sea el tridngulo equiladtero ABC de lado de magnitud de 2 unidades.

Triangulo dos



Unidad 1. Elementos de trigonormiatr

Se traza la altura 6 ‘Qcon respecto al lado 6 § y se forman

dos triangulos rectangulos congruentes que son el DABD
y el DDBC.

Tomamos el DABD, con ayuda del teorema de
30° Pitagoras determina el valor de la altura h.

El valor de h es:

60°

Con los datos que se tienen que obtuviste para el triangulo uno y triAngulo dos completa la
siguiente tabla.

Tabla de angulos notables

Seno coseno tangente cotangente secante cosecante

30°

45°

60°




Sea el triangulo DABC un triangulo rectangulo y A el
angulo agudo de referencia.

OBSl - , es una expresion que indica que si se conoce

el angulo se puede determinar el valor de la razén seno
C b del anaulo A.

Cuando se conoce el valor de la razon trigonométrica y se desea conocer el valor del angulo
se utiliza la expresién conocida como la inversa de la razon trigonométrica, esta se expresa
de las siguientes maneras.

6 OET- :selee, angulo A es igual al seno inverso de —

o

)
T 0 & "Qi-Q&e lee, angulo A es igual al &ngulo cuyo seno es -
T 6 A

z

A © Ede lee, angulo A es igual al arco seno de -

(@)

Estas expresiones son equivalentes, pero la primera de ellas es la mas empleada, ya que
es el coédigo de la calculadora.

Todas las razones trigonométricas tienen inversa; en la calculadora solo se pueden calcular
de manera directa las operaciones inversas de las razones trigonométricas directas.

Razones trigonomeétricas Operaciones inversas
P wny @ o £ 2~ 0
i @ - o OEI=

w W

Wead = Al Gs
w W

W PN

O W& -« o OAIl=-=
W W
T L
WED - I Al G
W (&)

o W Az 70
i Qo = 6 OAA:
w w




-

S
g
ele
p>]
o
efE

Determina el valor del &ngulo, utilizando operaciones trigonométricas inversas.

ol 2
49
Solucion

Para determinar el valor del &ngulo se utiliza la operacién inversa de la razén seno, para
despejar al &ngulo.
5 OETL

78

A = 45°, utilizando la tabla de razones trigopnométricas de angulos notables.

Determina el valor del &ngulo, utilizando operaciones trigonométricas inversas.

s X

AloO —
p T

Solucién

Si se revisan las tablas de angulos especiales nos damos cuenta que la razébn — no

pertenece a ninguno de estos angulos, por lo tanto este calculo se debe realizar con ayuda
de la calculadora.

o Al (’)l
pT

Oprime la siguiente secuencia de teclas en tu calculadora cientifica.
Shift + cos + (+X = +10+)+=

A =45573°

Con ayuda de las operaciones trigopnométricas inversas, determina el valor del angulo.

a) Si,OBl 1@ v



Unidad 1. Elementos de trigonormiatr

b) Si,AT60 -
c) Si,0Ad -
d) Si,ATd -
e) Si,ACA pd

Solucion de problemas de aplicacion

Definiciones

Angulo de elevacion: Es el que se forma a partir de una horizontal como lado inicial y girando
en contra de las manecillas del reloj para encontrar el lado final.

Lado final

@ Horizontal

Lado inicial

Angulo de depresion: Es el que se forma a partir de una horizontal como lado inicial y
girando como las manecillas del reloj para encontrar el lado final.

Lado inicial
a 8 @ Horizontal

Lado fina



La longitud de una cuerda que sujeta a un papalote es de 40 [m] y el angulo de elevacion
que se forma con la horizontal es de 60°. ¢ Cuél es la altura a la que vuela el papalote?

Solucién

1) Representar con un dibujo la situacion planteada.

2) Ubicar los datos e incognitas del problema en la figura.

1 Ladiagonal que va de la mano del
nifio al papalote es la longitud de
40 m.

1 La horizontal se traza en este
caso, a la altura a la que se
sostiene la cuerda del papalote.

1 Esta horizontal se toma como lado

Horizontal inicial del angulo de elevacion que

se forma con la cuerda que seria el
lado final del angulo.

altura(h)

1 La altura (h) por la cual se pregunta, es la distancia perpendicular medida
desde la horizontal hasta la posicion del papalote.

10



3) Se extrae el triangulo construido con los datos e incognita sefialados en
él.
Del triAngulo rectangulo se tienen dos datos y una
incégnita.

1 Se conoce uno de los angulos agudos que es

20 de 60° y tomaremos como angulo de
h referencia.
1 Lalongitud de la hipotenusa es de 40 m
60" 90° 1 LaincdAgnita es la longitud del cateto opuesto,

gue en este caso es la altura (h).

4) Se hace el planteamiento de la ecuacion con la informacion obtenida del
triangulo.
Como se conoce el valor de la longitud del cate opuesto y de la
hipotenusa, asi como el valor de un angulo agudo de referencia se
establece la razon trigonométrica seno.

. ... E

O kpl A T

Ecuacion donde se establece una relacion entre los datos y la incégnita

del problema.

5) Se resuelve la ecuacion.
E 1 OHiA; Sedespejaa laincognita.

E o ®4; Se calcula de valor de la incognita.

6) Se responde a la pregunta del problema.
El papalote vuela a 34.64 m de altura con respecto a la horizontal.

Resuelve los siguientes problemas de aplicacion.

a) Desde lo alto de un faro de 150 m de altura se observa una embarcacién con un
angulo de depresion de 23°; calcula la distancia del faro a la embarcacion.

11



b) Se desea construir una rampa de 25 m de longitud, que se eleve a una altura de 5
m. ¢,Cual debera ser la medida del angulo de elevacion?

c) Un pentagono regular estd inscrito en un circulo de diametro igual a 10 cm. Calcula:
a. El lado del pentagono, b. Su perimetro y c. Su éarea.

d) Calcula el radio del circulo inscrito en un hexagono regular de lado 0.75 m.

Ecuacion: es una igualdad que se verifica para valores especificos de la(s) incégnita(s).

Identidad: Es una igualdad que se verifica para cualquier valor que adopte la incognita.

Partiendo de las razones trigopnométricas revisadas anteriormente, se pueden obtener una
serie de identidades trigonométricas, las cuales pueden ser utilizadas para cambiar una
expresion por otra mas simplificada.

Identidades fundamentales

Sea el triangulo rectangulo, con longitudes de sus lados conocidas y angulo de referencia
sefalado.

OBl -,ATO0 -y OAT -

Si dividimos:

12



Por lo tanto, la identidad es:

O

>

-
>z‘ o
=l m
o —

Y por el reciproco de un nimero, también se cumple:

A las identidades anteriores se les conoce como identidades trigonométricas de cociente.

Identidades trigonométricas reciprocas
Cualquier numero que se multiplica por su reciproco siempre da como resultado uno.

Como se habia estudiado antes, las razones trigonométricas directas tienen sus razones
reciprocas.

{1 Larazon seno su reciproco es cosecante.
1 Larazdn coseno su reciproco es la secante.

1 Larazdn tangente su reciproco es la cotangente.
Por lo tanto:

OBETA DA p
ATIGOAA p
OATAIT O p

Identidades trigonométricas pitagoéricas

Sea el triAngulo con dimensiones conocidas y &ngulo| sefialado.

sen o

90°

cos o

13



Si se aplica el teorema de Pitdgoras, se obtiene:

i Q¢ GEf p...())

Si a la ecuacién (1) se divide entre @ € [ , se obtiene:

[ Qe WE i p
WEN WEN WEI

Se aplica una identidad de cociente y una identidad reciproca.

ONE p | Q...

Si a la ecuacion (1) se divide entre i "Q&, se obtiene:

i Q¢ 0él p
i Q¢ i Q¢ i Q¢

Se aplica una identidad de cociente y una identidad reciproca.

P QED i . ..QR)

Tomando en cuenta las identidades fundamentales, expresa el i "Q& en términos de A 1| O
i Q¢ wéf p se toma la identidad pitagorica que incluye i "Qg.
i Q¢ p WEI, se despejaai "Qt.

El objetivo se logré unicamente haciendo un despeje algebraico.

14



Expresa a A 1| Gen términos del i "Q&.
[ Q¢ Qéf p, se toma la identidad que involucraai Qt¢yaATl| O
wéi p 1 Qg se despejaa M€ | .

ATIO Wp 1 Q¢ sedespejaaAll O

Expresa a O A Zen funcion dei "Q&.

AT|GXOAA p ...(1) Setoma laidentidad reciproca que involucraa O A A

i Q¢ ©éf p...(2 Se toma la identidad pitagorica.
AT1O Mp 1 Q¢...(3 Se despejaaA il O

OAA — ... (4 De la identidad reciproca se despejala O A &

OA —  ...(5) Se sustituye la ecuacion (3) en la ecuacion (4

A cada expresion represéntala en términos de A 1| O

a) —

b)

A cada expresion representa en términos de O B 1

a) —
by OET AQA

Verifica que se cumple la identidad trigonométrica.

15



AOA AT|CQAT O ORI

— Al|®@— OE&1 SesusttuyelaA @ Aor sureciprocoy la A 1| (or su identidad
de cociente.

— —— OE1l Se realiza la multiplicacion.

—— OEt Se realiza la resta de fracciones.

—— OEt Se sustituye por identidad pitagéricap @€ [ pori Q.
OFE1T OEtl Se simplifica la expresion utilizando leyes de exponentes.

Por lo tanto, la identidad se verifica.

Verifica las siguientes identidades trigopnométricas:

a) wéfi | Qo p i Q¢
by OAT AIIOOAT i Qw
c) OBl AilO

La ley de senos es una herramienta que se utiliza para obtener las longitudes y angulos
internos de triangulos oblicuangulos.

Tridngulos oblicuangulos

Tridangulos acutangulos: triangulo cuyos angulos internos son agudos.

16



Unidad 1. Elementos de trigonormiatr

Triangulos obtusangulos: triAngulos con un angulo interno obtuso.

Para poder utilizar la ley de senos en la solucién de un triAngulo se debe de verificar que
se cuenta con los siguientes datos:

a) Cuando se conocen las longitudes de dos lados (de color rojo) y el angulo
opuesto a estos.

b) Cuando se conocen dos angulos y la longitud de uno de sus lados.

Ley de senos

Sea el tridngulo oblicuangulo:

La ley de senos dice que, la razon entre el seno
del angulo y el lado opuesto a ese angulo es
igual a la razon entre el seno de otro angulo y
el la opuesto a dicho angulo.

17



Unidad 1. Elementos de trigonormiatr

Ejemplo 9:

Determina las longitudes y angulos faltantes en el siguiente triangulo.

Lados Angulos
Y
b 50
a=>50 a = 65°
65° 45°
¢ - »
b=¢? b = 450
Solucién

Para obtener el angulo g, usamos el teorema de los angulos internos en todo triangulo.
T p YA

0h TA I p YAt

[PV QA T A

XA

Dado que se conocen dos angulos y la longitud de uno de sus lados, podemos determinar
la longitud de los lados faltantes se utiliza la ley de senos.

Se expresa de la siguiente manera:

U TT A w
O/mldh OEBEIA OKIA

Se toma la primera igualdad

18



Se despeja a Abo de |l a ecuaci -n
, LIOETA
O Epl &

b=39.01

Se toma la igualdad

v Tt @
Ompld OEIA

Se despeja a Acd en |l a ecuaci - -n
. LTOKIA
O Epl &
c=51.84
Solucién
Lados Angulos
a=>50 a = 65°

b=39.01 b = 45°

c=51.84 g=70°

19



Unidad 1. Elementos de trigonormiatr

Resuelve los siguientes triangulos.

a) b)

Ejemplo 10:

Cuando un edificio se ve desde el punto A, el angulo de elevacion es de 41°.Cuando se ve

desde otro punto B, que se encuentra 20 m mas cerca del edificio, el angulo de elevacion
es de 48°. Calcular la altura del edificio.

Solucién

De la figura se tiene el triangulo oblicudngulo ABC con los siguientes datos:

Datos:
C
Lados Angulos
a=¢? a =41°
b=¢? b =132°
Con los datos del tridngulo se platea la ley de senos
) &) ¢ T

OEIlp JOBlo ¢ OEIJ
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De este tri8ngulo se necesita calcular | a I ongit

() CTr
OEIp JOKIJ

Se despeja la incognita
¢ OEIpJ
O KliJ
O PR

Se puede observar que se forma un segundo triangulo, que es el triangulo rectangulo BCD.

Puedes observar que se conoce un angulo agudo,
la longitud de la hipotenusa y la longitud de la
longitud del cateto opuesto (h), corresponde a la
altura del edificio.

Entonces se plantea la razén:

De | a igualdad anterior se despeja fAho
0 p g O &Y
Q yBwp

Por lo que podemos decir que el edificio mide 80.01 m

a) Un helicoptero se encuentra suspendido a una altura de 1000 metros sobre
la cumbre de una montafa que tiene 5210 metros de altitud. Desde esa cima
y desde el helicoptero puede verse la cuspide de otra montafia mas alta.
Desde el helicoptero, el angulo de depresion es de 43° (ver la figura).
Calcular:
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I.  Ladistancia de un pico al otro.
ii. La altitud de la cumbre de la montafia mas alta.

)

F_____________7I
/

I
I

/
/
/N

/

1000 m

\
\
B

b) Como se muestra en la figura, un teleférico transporta pasajeros desde el
punto A, que esta a 1.2 millas del punto B que se halla en la base de una
montafia, hasta un punto P de la cima de la montafia. Los angulos de
elevacion de P desde Ay B son 21°y 65° respectivamente.

i.  Calcular la distancia entre Ay P.
ii.  Calcular la altura de la montana.

4 212 B 65

Ii 1.2 millas _I

La ley de los cosenos al igual que la ley de senos se utiliza para resolver un tridngulo
oblicudngulo, pero esta se utiliza en los siguientes casos:

a) Cuando se conocen las longitudes de sus tres lados.
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Unidad 1. Elementos de trigonormiatr

b) Cuando se conocen las longitudes de dos de sus lados y el angulo
comprendido entre ellos.

Sea el triangulo oblicuangulo:

La ley de cosenos se enuncia con las ecuaciones:

O O o cOdilo

COAITO

€
€

Ejemplo 11.

Determina las longitudes y angulos faltantes en el siguiente triangulo oblicuangulo.

Datos:
Lados Angulos
a=25.3 a=¢?

42.5
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Solucién:

Dado que se conocen las longitudes de dos de sus lados y el angulo comprendido entre
ellos, se debe utilizar la ley de cosenos para determinar los datos faltantes.

El planteamiento de la ley de cosenos con los datos, se obtiene:

O & T® cCcc@®& 1@ ATa

[OR!

PTEIW P YR CPLUTHT YT
® QTAMW P YR p Y @xK T
® ocxpOQ
® Vockpo
® ¢ BUL

Ahoradelaecuacion ® @ @ CcOA | OsedespejaaAi|®d

o
%)

€

PN+
AT1O

e

q

Se sustituyen los datos:

¢ ®u T® C®
CC®BULT @

Al O

Al1O M@t ou

Aplicamos la operacion inversa:

| AT Om@ Tt ov
| o® J
Con la informacion obtenida, se aplica el teorema de los angulos internos en todo triangulo:
I N B R Y
o®Jocgdf pymd

[ pYmIb@JI O¢
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Unidad 1. Elementos de trigonormiatr

[ ppdJ
Solucion:
Lados Angulos
a=253 a = 32.5°
b =24.95 b =32°
c=425 g=115.5°
Ejercicio 10:

Determina el valor de las longitudes y angulos faltantes en cada triangulo oblicuangulo.

a) b) B

14 44

Ejercicio 11:
Resuelve aplicando la ley de cosenos

a) Una montafa separa los puntos A y B. El punto mas alto de la montafia es C
y la distancia AC = 320 m, la distancia CB = 250 m y el <ABC = 60°. Obtén
la distancia AB.

b) Un terreno esta limitado por tres calles que se cortan. Los lados del terreno
miden 312 m, 472 m y 511 m. Halla los angulos formados por las calles al
cortarse.

Respuestas a los ejercicios
Ejercicio 1
a) Hipotenusa = m, cateto opuesto = a
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b) Hipotenusa = o, cateto opuesto = m
c) Hipotenusa = w, cateto opuesto = h
Ejercicio 2

a) OBl -FATUO -FOAN -FATOO -FOADA -FA GDA
b) OB —FATE0 —FOAS —FAT80 —FOMA —MA GBA —
) OB —FATYO -FOAY —FAINO —FOAR -FA OA —

Ejercicio 3
a) A =40.54°
b) B =56.25°
c) C=60.25°
d) D=53.13°
e) E=41.81°
Ejercicio 4

a) La distancia del faro a la embarcacion es de 117.8 m
b) La medida del &ngulo es de 11.54°
c) a. El lado del pentdgono mide 5.88 cm
b. El perimetro es de 29.4 cm
c. El area es de 59.46 cm?
d) El radio mide 0.65 m

Ejercicio 5

a) Se puede representar en términos de A 1| O
b) Se puede representar en términos de A 1| O
Ejercicio 6
a) Se puede representar en términos de O B 1
b) Se puede representar en términos de O B 1
Ejercicio 7
a) Laidentidad se verifica
b) La identidad se verifica
c) Laidentidad se verifica
Ejercicio 8
a) a=70.04,b=58.01,1 =71°
b) ¢=51.88,] =57.16°[ =53.83°
Ejercicio 9

a) a. Ladistancia de un pico a otro es de 836.2 m
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b. La altitud de la cumbre de la montafia mas alta es de 5468.4 m
b) a. La distancia entre Ay P es de 1.6 millas

b. La altura de la montafa es de 0.6 millas
Ejercicio 10

a) b=8.53,] =94.86°,] =55.14°
b) | =54.9°7 =90.48°, =34.62°
Ejercicio 11

a) La distancia AB es de 291.38 m
b) Los angulos formados por las calles al cortarse son: 64.81°, 36.78°y 78.45°

1 En hojas a parte escribe el desarrollo de tus respuestas.

1 Compara tus respuestas con las que vienen al final, para que observes tu
avance.

1. ¢Cual es la razdn reciproca de la tangente?
a) ORIDAT® b)— ¢)OATem d)ATad

2. En el triangulo de la figura, ¢cuénto vale O E 2

3. La sombra que proyecta un poste, sobre el suelo, mide 2.30 m, cuando el
angulo de elevacion es de 49°. ;Cual es la altura del poste?
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Unidad 1. Elementos de trigonormiatr

a) 1.51m b)1.74m ¢)264m d)3.04m

4. Obtén el valor de la longitud x.

a) 9.2m
12.4m b) 11.5m

s c) 86m
" Q)

5. Al simplificar la siguiente expresion se obtiene:

OA+ OAA
AT-©
a) OEF p b)y— o p OE+ d)OAF
6. Determina el valor del angulo |
C a) | V& XJ
O b) | Y@@l
10 m 5
ol T@xJ
B a N d) | wipvJ
1Z2m A
Respuestas
1 2 3 4 5
d b c d b
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Unidad 2. Elementos basicos de geometria analitica

Presentacion.

La geometria analitica estudia los objetos geométricos a través del algebra. En tu curso de
Matematicas se ve la geometria plana es decir, la que corresponde a dos dimensiones, y
se encarga de dos situaciones, una representa geométricamente ecuaciones de dos
variables y la otra es encontrar la ecuacion de una curva con ciertas propiedades, y para
esto es importante conocer los sistemas de coordenadas, en particular en este capitulo
estudiaras el sistema de coordenadas cartesiano el cual nos permite representar puntos y
ver la forma de la curva generada por alguna ecuacion algebraica.

Las coordenadas fueron introducidas por Descartes y Fermat en el siglo XVII. El uso de
coordenadas permitié resolver multiples problemas geométricos por medio del algebra.

Con el estudio de esta unidad manejaras algunos conceptos basicos de la geometria
euclidiana que te serviran para el estudio de la geometria analitica.

A lo largo de la unidad se te presentan ejemplos resueltos y una serie de ejercicios con sus
respuestas, es importante para tu comprencion que tengas un cuaderno exclusivamente
para la solucion de los ejercicios y siempre compara tus resultados con los de la guia.

Al finalizar el estudio de esta unidad lograras los siguientes aprendizajes:

Representacion de puntos en el plano cartesiano.

Conocer las condiciones necesarias y suficientes para localizar un
segmento en el plano cartesiano.

Determinar la longitud de un segmento dados sus puntos extremos.
Localizar un segmento dadas condiciones necesarias y suficientes.
Comprender el concepto de angulo de inclinacion.

Calcular el &ngulo de inclinacién.

Obtener las coordenadas de los puntos que dividen un segmento en una
razon dada. Localiza los puntos de division de un segmento.
Obtener la expresion algebraica de un lugar geométrico.

Graficar un lugar geométrico.

<< <<<K<K<K <K<
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Conceptos clave.

T

E |

Plano cartesiano: Plano que utliza un sistema de coordenadas
cartesiano (rectangulares) para determinar las coordenadas de los
puntos.

Sistema de coordenadas cartesiano: Conjunto de ejes
perpendiculares que sirven para representar las coordenadas de los
puntos.

Coordenadas: Son un par de ndmeros fud @O que indican la
ubicacion de un punto en el plano, estos valores se ubican en los ejes
coordenados para dar la ubicacion los puntos 0 ofto en el plano.
Punto en un plano: Objeto geométrico que no tiene dimensiones y se
usa para representar una ubicacion en el plano o en el espacio.
Segmento: Recta que tiene principio y fin con sus puntos extremos.
Es un intervalo de recta delimitado por dos puntos fijos .

Distancia: Espacio que existe entre dos puntos.

Distancia entre dos puntos: Longitud de un segmento. Es un valor
positivo.

Divisién de un segmento en unarazén dada: Dado el segmento 0 6
y un punto l:) en el mismo, la razon de division del segmento es el

cociente O Vs &«

Punto medio: Punto que se encuentra a la misma distancia de los
extremos de un segmento.

Inclinacion de un segmento: Esta dada por la tangente del angulo
gue se forma entre el segmento y el eje de las abscisas.

Angulo entre segmentos: Figura delimitada por dos segmentos que
se unen en un punto llamado vértice.

Area de un poligono: Superficie que delimita una figura geométrica
y se mide en unidades cuadradas.

Lugar geométrico: Conjunto de puntos en el plano xwque cumplen
con ciertas condiciones dadas.
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Plano de Coordenadas Cartesiano.

Un sistema de coordenadas cartesiano o sistema rectangular esta formado por dos
rectas perpendiculares que se cortan en un punto 0 ¢ llamado origen.

Estas rectas perpendiculares se llaman ejes de coordenadas. El eje horizontal se
conoce como el eje de las abscisas y el vertical como el eje de las ordenadas.
Este sistema coordenado divide al plano en cuatro partes llamadas cuadrantes, los
cuales se representan con nimeros romanos Yy se cuentan contra las manecillas del
reloj iniciando en la parte superior derecha.

Eje de las ordenada

Cuadrante I Cuadrante |

Eje de las abscisas

Cuadrante Il Cuadrante IV

Fig. 1 Plano Cartesiano

Punto en el plano cartesiano.

Un punto se representa con letras mayusculas por ejemplo: 6 RHRORORGDR) A .
Para localizar un punto 0 en el plano, es necesario conocer sus coordenadas, las
cuales se representan con las letras cfta Siemprese r epresenta @di mer o ¢

gue se buscar8 en el eje de dWaguebsei sacoynte
en el eje de las ordenadas. || ehe
Al tener ubicados losval or ead dyewdlieem | os ejes respectivo

encontrara en la interseccion de dos rectas perpendiculares a cada eje que pasan

por | os v aghb off es A
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Fig. 2 Representacion de puntos en el plano

De los puntos del diagrama anterior, podemos observar como son los signos de las
coordenadas de éstos en los diferentes cuadrantes.

Cuadrante W W

Cuadrante | positivo positivo
Cuadrante Il negativo positivo
Cuadrante Il negativo negativo
Cuadrante IV positivo negativo

Ejercicios.
1.- Para las siguientes figuras indica en que cuadrante se encuentran sus vertices y
da las coordenadas de los mismos.

2.- Traza la figura determinada por las coordenadas de los siguientes puntos:
0 plo M oft M Y RO i KO uip LAOp tp WiOp I ¢ROp & oiCp & thy p & ¢h
Vptpubpipud plpcl pxP P M ct W ciwh ¢ & hvpjph

"Yuip RYoft I plo 8
33



Une con rojo los puntos: 6 v hYp fr hw p &t fp(18,5), aparte también los puntos:
O ofx i p fip Fidp bp MO p XX 8

Respuestas: 3 3 3 3 5 5

1-0 omip uvprMP opfMM oh pM thoNO ¢h ¢NO ph on

"0 ¢h pNOmp NOpPh ¢ NO oh p P cly P thy 8 )

Los puntos 0Oh) se encuentran en el primer cuadrante, 6h5 en el segundo,
OhOnAanAi0estan en el tercer cuadrante y los puntos U0 en el cuarto cuadrante.

Los puntos 6HGse encuentran sobre los ejes, el primero en el eje de las abscisas y
el segundo en el eje de las ordenadas.

Figura obtenida al graficar los puntos indicados:

Segmento Rectilineo en el Plano Cartesiano.

Un segmento es una porcion de una recta que esta limitado por dos puntos llamados
extremos y se representa: 0 0

¢, Qué informacion se necesita para poder trazar un segmento?

Observa los siguientes ejemplos que representan segmentos que cumplen con una
condicion dada:
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a) Segmentos con uno de sus extremos en el punto & ¢ho

Fig.3. Segmentos dado un punto

b) Segmentos que miden tres unidades

Fig. 4 Segmentos de magnitud conocida

c) Segmentos que forman un angulo de T v
respecto al eje de las abscisas

Fig. 5 Segmentos de inclinacién conocida

Como habras notado con sélo una de estas condiciones, no puedes trazar un segmento Unico.

¢ Cudles son las condiciones necesarias y suficientes para localizar un segmento en el
plano?

Tienes dos maneras de trazar un segmento en el plano, una es si conoces sus puntos
extremos, la segunda es si tienes como informacion uno de sus extremos, la longitud del
segmento y el angulo que forma éste con el eje de las abscisas.
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Ejercicios.

1.- Traza en el plano los siguientes segmentos:

a)d T g

b) & @ft RO Tty

c) O c¢h ¢ Roth ¢

d)'0 thy A0 1l

)0 gmf yh ¢

2.- Traza el segmento de recta que cumpla las siguientes condiciones:

a) Uno de sus extremos es el punto 6 thp, forma un angulo de w 1con el eje de las
abscisas y mide p tunidades.

b) El punto & ¢h ¢ es uno de sus extremos, formaun angulodet vcon el e joe
y mide p xunidades

c) Elpunto & ptlt es uno de sus extremos, forma un angulo ¢ Tty mide Y& unidades

d) Uno de sus extremos es el punto ‘O ¢ft , forma un angulo de ¢ T con el eje de las
abscisas y mide @ unidades

Respuestas. 5

Las respuestas del ejercicio (1) H

se encuentran en el apartado e e nes
correspondiente a la distancia .

entre dos puntos 454 . 16.97

El diagrama corresponde a las
respuestas del ejercicio (2)

-16 -14 -12 -10 -8 -6 o -2 [} 74 6 -1 10 12 14 16
L ] 2 B

Longitud de un segmento

Para obtener la longitud de un segmento, necesitamos conocer la distancia entre los puntos
extremos del segmento. Si el segmento es paralelo a los ejes; basta restar las abscisas

(coordenyslels sfegment o es wparwl piboabedepel feseéai §n

|l as ordenadas j)dedsputdeas.nadas i
Q w ® paraunsegmento paralelo al eje de las abscisas

‘Q w w paraunsegmento paralelo al eje de las ordenadas

36



Unidad 2. Elementos basicos de geometria analitica

Distancia entre dos puntos en el plano.

Para encontrar la distancia entre dos puntos 6 who i @ho se usara la figura 6:

o _ y
Con los dos puntos 0 y 0 podemos construir un

triangulo rectangulo, cuyos catetos miden: w  ®
L0 W,

En el triangulo rectangulo podemos aplicar el
Teorema de Pitdgoras: & ® ® donde ¢hw
son los catetos y wla hipotenusa. En el diagrama
tenemos que los catetos miden: & ® whw
W wy | a hipwtcaresponde a fia
distancia entre los puntos 6h0.

Q W o W

Fig. 6
Esquema para la distancia entre puntos.

Al obtener la raiz cuadrada en ambos lados de la ecuacion tenemos:

s
N
c
o
S
-

08 T 2

Fig. 7 La distancia entre los puntos 0 y 6 es @& 11 onidades.
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Unidad 2. Elementos basicos de geometria analitica

Ejercicios.
Calcula la longitud de los siguientes segmentos:

a)d Tt it

b) 6 @it RO T 4
c) 0 ch ¢ Roth ¢
d)'0 thy A0 1l
e)0 ¢ yh ¢

Respuestas.

aQ 18 x&GbQ y8 Yu
00Q @5;dQ  qu

e)Q U’ tdp

Divisién de un segmento en una razén dada.

Una razon sirve para comparar que tan grande es una parte del segmento con
respecto al resto. S ryepersd sSe rdtaal ap prorl a nl ectorc

En la figura 8 tienes el segmento 6 Qdividido en cuatro partes iguales: 0 § 6 g6 O
y 00

Fig. 8 Segmento
dividido en cuatro partes iguales.
Puedes comparar el tamafio del tramo 6 § con el resto 6 Qla razén dada es:

06 p
00 o

Este valor te indica que el segmento 0 6es la tercera parte del segmento 6 O
Si ahora comparas el segmento 0 6con el segmento 6 ‘Qlos segmentos son iguales:
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00 ¢
00 ¢
¢ Qué ocurre si se compara el segmento 6 Ccon el segmento O'Q

00 o
00 p

El segmento 0 ‘Omide el triple del segmento OO

Punto que divide un segmento en una razon dada.

¥

En el diagrama de la figura 9 tienes
trazado un segmento cuyos
extremos son los puntos 0 WO 'y
U whd y un punto cualquiera
0 ofo. Este punto 0 divide al P
segmento en la razén:

b

l') 1

C

Fig. 9 Segmento dividido en una
razén dada.

Las proyecciones del segmento sobre ambos ejes conservan la misma proporcion,
de tal manera que las proyecciones sobre el eje de las abscisas son:

~
5

cC-
(e

00
‘l g @
7 @

Al despejar a la variable euE se obtiene:
T 0o 0o o

o 1T ow o
FTow 0o o
wi p o o
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Unidad 2. Elementos basicos de geometria analitica

[

o o

p

De la misma manera se obtiene la variable cuE:

Las coordenadas del punto que divide a un segmento en una razén dada son:
v ﬁ 0w

Ejercicios

1.- Encontrar las coordenadas de un punto que divida el segmento 6 6en la razén d ¢

a) o pix B ohoni ©
by 6 thoRoph NI ¢

c) O clwhRooh ¢ni &
d) OulcHO oh oni P

e) ‘Ooh 1 ho xft N UX

W

o o

Y

L p

v
o)

2.- Los extremos de un segmento son los

puntos 6f® Hallar la razon — en que el

punto cde divide al segmento.

a) 0 xt i ph T NO ph ¢
b) 6 ¢h ¢ FOp p TV p tp
Q) 0 p& HO TG U
d) Og@m hO iy NU Tt

e) 'O pip g ch yno

Respuestas:
1-a) 0 ofo; b) O ¢h;

pipm

i p
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c) 0 —h—; d) 0 of+;

Gréfica del primer problema

£ 2-a) i - ¢
: : b)i - ¢;
c)i -=1

E . A d) i =

2 e)‘l -

v e 6 14 12 10 8N\ & 4 2 :/ & CVB 0 12 4 1e 18 Gréﬂca del Segundo problema

Punto Medio de un Segmento

En el ejemplo de la figura 8 vista anteriormente, se tiene que el segmento 0 Oy el
segmentod G on iguales | o uessiednipfuindegmeqoeed i o d el
0 'Oy la razén correspondiente es:

.00 ¢

l o~ -

00 ¢
Asi que si substituyes elvalor i  p en las coordenadas del punto que divide a un
segmento en una razon dada: h , Obtienes las coordenadas del punto

medio de un segmento.
Para encontrar el punto medio de un segmento tenemos las expresiones:

La coordenada euedel puntomedio @ w w ¢

La coordenada ecuedel puntomedio w ® w 1¢
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Unidad 2. Elementos basicos de geometria analitica

Ejemplo: Encontrar el punto medio del ¥
segmento que une los puntos ocp y
0 xh .

Asi el punto medio es:

0 —ho T o

ﬂlg

Fig. 10 Punto medio del segmento 0 6

Ejercicios.

Calcular el punto medio de los siguientes segmentos:
a)0 thh mig b) 6 @ht RO Ty

c)O c¢h ¢ Roth ¢ d)'0 thp hO 1l

e)0 xh ¢ v uhp

Respuestas.
a)0 cip;b)d ofw;c)d ph ¢ ;
d)o th;e)d ol
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Inclinacion de un segmento

Otro concepto importante que debes estudiar es el angulo de inclinacion, éste se considera
como el &ngulo que forma la recta con el eje de las abscisas. El angulo se considera positivo
cuando se mide en sentido contrario a las manecillas del reloj. Para encontrar este angulo
se usa la pendiente de la recta.

Si se tiene una recta y un punto 0 ¢ty cualquiera en la recta, sus proyecciones a los ejes
forman un tri8ngulo rect8ngulo, en el que

Pendiente de una recta

La pendiente de una recta se define como la tangente del angulo de inclinacién. Al conocer
dos puntos & who M who en la recta se puede conocer la pendiente de la misma, la
cual se representac on | adol.e tBna |dhserfainag gue dormamos un triangulo
rectangulo para el que definimos la tangente.

Y
OOOBVYd QN WE w
AYAY R OTORANATARONAN )

De esta expresion obtenemos la pendiente
de la recta:

A -

Fig. 11
La tangente del angulo corresponde a la pendiente

Una recta horizontal tiene una pendiente igual a cero, una recta con pendiente igual a p
forma un angulo de T v con el eje de las abscisas, si la recta es vertical la pendiente no
esta definida. Cuanto menor sea el valor de la pendiente, la inclinacién de la recta sera
menor.

Dos rectas son paralelas si tienen la misma pendiente. Si las rectas son perpendiculares el
producto de sus pendientes es p. Cabe mencionar que si la pendiente es positiva, el
angulo se medira en sentido contrario a las manecillas del reloj y si es negativa, se medira
en el mismo sentido del movimiento de las manecillas.

43

S

e



Unidad 2. Elementos basicos de geometria analitica

Ejercicios.

Calcular la pendiente de los siguientes segmentos:
a0 Tt i it

b) 6 @it RO T

c) 0 ch ¢ Roth ¢

d)'0 thy RO tit

e)'0 xh ¢ b uly

Respuestas. ,
a) d —; 3 m=no definida

b) & P;

c)a T,

d) & £ £0'0°Q0E QO ki g

e) d '[ m:1/2/

iry 8 7 g s ] i 2 4
=1
E m=0 F

Area de un poligono

Para encontrar el &rea de un poligono se tiene la siguiente expresion:

W W

0 W

~ P o w
0 - P
C . €,

w W

W

El orden en que deben acomodarse los puntos en esta expresion es en contra del
movimiento de las manecillas del reloj. Para resolver este determinante se multiplican los
numeros en forma de diagonal: @ w v @ P & w ; a los productos siguientes se les cambia
el signo, o w B &Bo w M ®
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Unidad 2. Elementos basicos de geometria analitica

Ejemplo: Encontrar el area del triangulo
gue se forma con los siguientes puntos:

Y ult NYoh T MY xh o.

Fig. 12 Triangulo cuya area es: —0

(6) T
. P v C p ,
(0] — — U w T m -
¢ X o C(P puv QY PT Q (00 4]
(6) T

Ejercicios.

Encuentra el &rea de las siguientes figuras:

Respuestas: OQ Q@i @6 ;'0QQqi ®

—6 ;°0QQdI @O

Angulo entre segmentos.

Dados dos segmentos 0 6y 0 ‘Opara los cuales conoces sus pendientes y que forman un
angulo ¢ ¢, puedes encontrar dicho angulo con la siguiente expresion:

.. G« a

OWe | —————
p a a

Para poder utilizar esta formula es necesario que & @ p. El angulo se obtiene al
calcular el angulo cuya tangente es:
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Unidad 2. Elementos basicos de geometria analitica

s S
| ®E —
pza a
Ejemplo: Obtener los angulos del triangulo cuyos vértices son los puntos:

'Y ult MYoh 1 MY xh o . Primero encontramos las pendientes de cada uno de los lados
del tridngulo.

g o C 0] 0]
X U PG PG
o 1

d p

X O pT

T

a C_(PG
o U C

Los &ngulos se consideran positivos
cuando siguen un movimiento contra las
manecillas del reloj, asi para el angulo @ ¢,
el lado inicial es el segmento Y "Yy el lado R

final es el segmento Y Yentonces para 2 1
usar la férmula para encontrar el angulo, la j
pendiente dos corresponde al segmento * * 7 * * * * * _
final y la pendiente uno al segmento inicial.
g VY
ohe | — P&
P o Pp¢

Fig. 13 Angulos internos del triangulo

o
o g | =P
¢ X

Para encontrar el valor del angulo se tiene:
vy w20 P
| wEe Qo—efs
¢ X
| T@T1TO0
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Para el &ngulo @ ¢, el lado inicial es el segmento "Y"¥ el lado final el segmento "Y'Yasi para
encontrar el angulo se tiene:

O Qe pe PT
U
P pc Pom
®C
oc';)éT—p—@—U I
P "pcm
®C
omwﬁ?%L”
PG
o e T
pL
El angulo ¢ ces:
T o8 0o2S
ppu
I ¢®o

Para calcular el angulo ¢ ¢ podemos usar la propiedad de que la suma de los angulos
interiores de un trianguloes p Y 1t

[ PYTT T OC@ O pTIECX
[ P TECX
Ejercicios.
1.- Encuentra los angulos del triangulo cuyos vértices son los puntos:
a)d oft M vh t 1P ph ¢
b)6 oft MH mh 1 P ph
Respuestas:

a) 600 TUL, 060TUL, 0006 wm
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)" 666 T& w,” 5606 c@p, 6606 p nan

A continuacion se presentan ejercicios adicionales que te ayudaran a aplicar los conceptos
vistos en esta unidad. Para resolverlos es importante que tomes en cuenta las siguientes
consideraciones:

Recuerda que para entender mejor los problemas es importante siempre graficar los puntos
indicados en cada caso.

Si no conoces algun concepto o no lo recuerdas, busca primero esa informacién, por
ejemplo que significan puntos colineales, que es un paralelogramo, que caracteristicas tiene
un triangulo is6sceles, como se define en triangulo rectangulo.

Debes tener orden y limpieza en tu trabajo para que te sirva posteriormente como un
cuaderno de repaso, para futuras dudas.

Ejercicios.

1.- Probar si son colineales los siguientes puntos:

~

a) o thk plo M 0
b) O ph o Romh p FOpkp
c) "Oph o KO tio FOxIY
d 0 yig i vio M ph

(:Y(
o &

2- Probar si los siguientes puntos son vértices de un paralelogramo:
a) 0 Yt mchchuoh ¢o
b) O ph p HOc¢ht ROty KO pip
c) Orip Mol B ph R i

3.- Comprueba si los siguientes puntos son los vértices de un cuadrado:

a) 6cph plt B ¢h pFROph g
b) ‘O tht FiOc¢ly ROth RO okt
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c) Othuvh thph mh ol mh x
4.- Probar que el punto 0 ¢ch o es el centro de la circunferencia que pasa por los
puntos: & olp M ¢p B  o@h X
5.- Verifica si las rectas que pasan por cada par de puntos son paralelas o perpendiculares
0 si no cumplen con alguna de estas dos situaciones.

a) O ph phch w6 oh ¢hROo clo
b) O ¢p RO ch p WO pip HO it
c) 'Oclo i ph p wu vl M ¢ip
d 0 ohoh tht w0 chth v8p
6.- Calcula el angulo de inclinacién de los siguientes segmentos:

a) a)d ph p B ch

b) 6 ¢pFO ch p

c) O ¢ft ROolp

d) 'O ¢ch 1 HOuh p
7.- Verifica si los siguientes triangulos son rectangulos:

a) 6 xl M gt K5 pfhp

b) O <¢lp RO ph ¢ hOxlo

c) "Oph p RO Yy RO ofw

d0 ¢ctkhyghtHh vho
8.- Verifica si los siguientes triangulos son isdsceles:

a) 06 thwh php ol

b) O ph ¢ FO ¢h HOukt

c) O clv FOvh Hogh o

d 0 ot v po M ¢ch t
9.- Dado el segmento cuyos extremos son los puntos 6 p ft o 5 p © X , dar la razén en
que cada uno de los siguientes puntos divide el segmento: a) 6 p b T ,b) Op & v, )
Op b ¢
10.- Para el segmento formado por los puntos "Op ti ¢ AOch Y, encuentra el punto que

lo divide enlarazén:a)i - b)i - c)i p

Nota: Tres puntos 6FFH son colineales cuando los tres se encuentran en la misma linea
recta, esto | o puedo comprobarooc al capdyauegbo
del punto edc al punto ede enseguida calcular la distancia del punto edc al ede. Si los puntos
son colineales se debe cumplir que la suma de las primeras dos distancias es igual a la
tercera:’Q Q 'Q , esto serd valido si los puntos se encuentran en el plano en el orden

49

N



O M. Otra idea para resolver el problema es pensar que tres puntos forman un triangulo,

el cual tiene un 8rea, entonces sSi calcul amos el
esto nos indica que los puntos estan alineados y por lo tanto son puntos colineales. También

podemos pensar en el concepto de pendiente, ésta debe ser la misma para los segmentos

0 G 6 Oy 0 Q ésta idea se debe respaldar con la gréfica.

Para probar que los puntos forman un paralelogramo, se calcula la pendiente de cada uno
de los segmentos, estas deben ser iguales dos a dos. También si medimos las distancias
de los cuatro lados de la figura, estos seran iguales dos a dos; si la figura corresponde a un
cuadrado las longitudes de los lados (distancias entre los puntos) seran iguales.

En otro problema hay qiwe ewswe ril fucsactnfeqpoce,pad punt o
esto hay que calcular la distancia a los puntos dados de la circunferencia y ver que sea la
misma.

Para verificar que un tridngulo es is6sceles, es necesario calcular la longitud de los lados
del triAngulo y ver que dos sean iguales.

Para verificar que un triangulo es rectangulo lo podemos hacer de dos maneras, una seria
calcular las pendientes de los lados del triangulo y ver que el producto de dos de ellas es

p , lo que indica que esos lados son perpendiculares, lo que indica que los lados forman
un angulo de noventa grados y por lo tanto tendremos un triAngulo rectangulo; la otra
manera de probar que se tiene un tridngulo rectangulo es calcular las longitudes de los
lados y ver que se cumpla el Teorema de Pitdgoras: La suma del cuadrado de los catetos
es igual al cuadrado de la hipotenusa.

Respuestas a los ejercicios:

l-a 0Q o8 T o8 TIRINQ p & 1 gos puntos son colineales b) Q

¢® ol ¢& ol 18 X Ips puntos son colineales ¢) Q o TR unNQ

p @ ¢ los puntos son no colineales d) Q o® elrQ 0 ¢[NQ o8 | kps puntos
son colineales.

2.-a) & —hé -, da —ha -; como las pendientes son diferentes, la
figura no es un paralelogramo b) & -ha p, G - ha p como los
segmentos son paralelos dos a dos la figura es un paralelogramo c) & tha

- ha T - la figura es un paralelogramo.

También se pueden calcular las distancias: a) Q p & xNQ v o

p A wne o@® 11! figura no es un paralelogramo b) Q o oliQ ) ¢
o® oliQ ¢& ¢;ya figura es un paralelogrmo ¢) Q@  ® ¢ o NQ d ¢
P ¢ 1@ ¢;dafigura es un paralelogramo.
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3-aQ  Vp MQ Mp Q  Vp MQ Vp Ttla figura es un cuadrado b) Q

VgnQ MPNQ ynNQ Wy la figura es un cuadrado ¢)'Q  tNQ Mg MQ

TNQ W mlafigura no es un cuadrado.

4.-Q Vo §Q Vo §Q Mo¢ como las tres distani®i as son
es el centro de la circunferencia.

5.-a)d vha v; esto indica que los segmentos 0 6w0 ‘Cson paralelos b) &

—ha — ; esto indica que los segmentos ‘O "®"O"Cho cumplen condiciones para ser

paralelos ni perpendiculares c) & pha p; esto indica que los segmentos 0L 0

son perpendiculares porque el producto de las pendientes da p d)d -ha -

esto indica que los segmentos 0 U w0 Oson paralelos

6.- a) & vhf 0™ x@w b) a -ht  0Q - ¢ ® oh medido
contra las mancillas del reloj c¢) & phy 6@ tTu d)a -h 0@
CPw

7.-a) @ -ha — ha - hcomo no hay rectas perpendiculares el triangulo es
no rectangulo ; b) & pha - ha -, el triangulo es no rectangulo ; ¢) &

pha p — hse tienen rectas perpendiculares, asi el triangulo es rectangulo ; d)
a —ha - ha — htriangulo rectangulo

a) Q Vo UR Mt uQ Vg, no se cumple el teorema de Pitagoras, por lo que
el triangulo no es rectangulo; b) Q Vip U MpouNQ Ve, no es triangulo
rectangulo; c¢) Q Vo YR Vo d1Q  Wp o Jsi se cumple el teorema, por lo que
el triangulo es rectangulo; d) Q Vip o R Mo Q Vp X mel triangulo es
rectangulo .

8.-a) Q LM X8t x MR L , el triangulo es isGsceles b) Q p @ UR

p MQ p @ U el triAngulo es isOGsceles c) Q X MR p @ pidQ st @ el
triangulo no es isésceles d) Q X8t X PR p MQ X8t X p el triAngulo no es
isOsceles.

-, b)— 4 p,Cc)— V|I/|_‘ o

9.-a)— o

L
10-2)0p & o , b)'Opfi T , c)OYh v .

Graficas correspondientes a los problemas adicionales.
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Unidad 2. Elementos basicos de geometria analitica

1.- Solamente los segmentos 6 10 '@ b
Tienen puntos alineados por lo que
son segmentos colineales.

2.- La figura formada por los
puntos OMMBAO no es un
= paralelogramo porque sus lados
no son paralelos, y sus pendientes son diferentes.

3.- La figura formada por los puntos “@h) i) no es un
cuadrado porque sus lados son de diferente
magnitud.

R 4.- EI puad oesi el centro d
circunferencia porque la distancia a los tres
puntos es la misma.
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Unidad 2. Elementos basicos de geometria analitica

5.- Los segmentos 0 &¥ O son
paralelos; O"BOQ no cumplen las
condiciones de segmentos paralelos
ni  perpendiculares; O 0 son
segmentos perpendiculares; 0 OR) O
son paralelos.

1
B=2657" a=7869"
5 u [ 1

H

D
G
a

7 B 5 A~ B[ = <
-1
F
c 2
M
o

3
-4
-5

6.- En la gréfica se muestran los angulos
de cada segmento.

3

7.- Los triangulos que tienen un angulo de
noventa grados son los formados por los
puntos: "0 V.0
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Unidad 2. Elementos basicos de geometria analitica

8.- Los triangulos que son isosceles son los
gue tienen dos lados iguales, en este caso

™ los formados por los puntos:

oM hS NOROHTID FD.

T 9.- Los puntos 6HORO, dividen al segmento
00 en la razon i -Ni pNi o
respectivamente.

10.- Los puntos:"Oi@®) dividen el segmento
"O'@n la razones

i -A - p.

Lugar geométrico

Se llama lugar geométrico al conjunto de puntos en el plano que satisfacen una ecuacion.
La Geometria Analitica estudia los lugares geométricos utilizando las ecuaciones que los
representan y también si se conoce un lugar geométrico se busca su ecuacion.

Como primer caso tenemos, dada una ecuacion, encontrar el lugar geométrico que
representa.

Ejemplos:

a) Obtener el lugar geométrico de los puntos que satisfacen la ecuacién @

AU
@ @ O CO W
Y Y v o<y
¢ X ¢ x v
T ¢ T ¢ o Yy

54



Unidad 2. Elementos basicos de geometria analitica

G v ¢ ¢uv
i T mT o ¢T1T Y
4 o ¢ ¢o
T q T ¢C W
) p ¢ ¢p U

Al graficar los puntos se tiene:

Como | as war goa bpleerst efn
conjunto de numeros reales, para : i
representar todos los valores que toman
éstas debemos unir los puntos graficados.

b) Obtener el lugar geométrico de los puntos que satisfacen la ecuacion:
W 0w po

Algunas parejas de puntos que satisfacen esta ecuacion son

() () W W PO
1 T T po
- T L) T PO
- T m 1 p @
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Podemos graficar estos cuatro puntos que 4(
satisfacen la ecuacion anterior. !

Si desgejdes |Ifa ecuaci -n queda:
w Wpo w

De esta expresion podemos concluir que para

gued i tenga un valor real, [

vari ablesti§n | i mitadok al inte
y |l os de ka vtaamklib®re die encue
en el intervalo: th la gréfica quedara:

c) Obtener el lugar geométrico de los puntos que satisfacen la ecuacion:
W O W

Algunos puntos que cumplen la ecuacién anterior son:

() () W W Cw
T 1] 1) T ¢ T
g o) o o) ¢ o
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Y p p p ¢ P
T I m T ¢
P o G p ¢p
q U] U ¢  Cg
o pu puvu 0 (CO
Como | as vwargbatbbesesponden al conjunto de 1| os

El segundo caso a estudiar que se tiene es, dado un lugar geométrico que cumpla con
ciertas condiciones, hallar su ecuacion.

Ejemplos:

a) Determina la ecuacion del lugar geométrico de todos los puntos del plano
gue cumplen con la condicién de que su abscisa es igual a su ordenada.
Con algunos puntos como ejemplo puedas graficar y obtener la ecuacion.
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o ch ¢ nmh plp HO ofo HO ¢y hde
aqui podemos decir que la

ecuacion es:w y la grafica
correspondiente se encuentra a la derecha.

b) Determina la ecuacién del lugar geométrico de todos los puntos del plano
que cumple con la condicion de encontrarse a nueve unidades del origen.

Si utilizas la férmula para encontrar la
distancia entre dos puntos cualesquiera, en
este caso un punto U fto y el origen O it

obtienes:
Q w T w T
W w T w T
w W W

Si elevas al cuadrado ambos lados de la
ecuacion obtienes:

yp ®
Asi que la ecuacion de los puntos que

cumplen con tener una distancia de nueve unidades al origen es una circunferencia
representada por:

w 0 Yp

c) Determina la ecuacion del lugar geométrico de todos los puntos del plano
que cumple con la condicién de estar a cinco unidades del punto tTho .
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Si utilizas la formula de la distancia entre dos puntos obtienes:

W T W o v
Si elevamos al cuadrado ambos lados de la
ecuacion:

W T W o Cvu

Al desarrollar cada binomio:
W P pe O e W QU
Al reacomodar términos:
W O Yo Qo T
La gréafica se muestra a un lado.

d) Determina la ecuacion del lugar geométrico de todos los puntos del plano
gue cumple con la condicién de encontrarse a la misma distancia de los
puntos: 6 cip y 6 ofo .

Se pide encontrar puntos 0 ¢fto que se encuentren a la misma distancia de los puntos
oM, esdecir Q@  Q

Q ¢ P 0w , Q ¢ g

Igualando las distancias queda:

¢ W P W ¢ o
Elevando al cuadrado ambos lados de la ecuacion:
¢ W P W ¢ o W
Al elevar al cuadrado cada lado de la ecuacion:
T T O p CO W 00 P O W W W
Al reacomodar términos y simplificar:

w TW T T

Al dividir entre cuatro:

C W PT T
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Es la recta que pasa por el punto medio del segmento 6 &y su gréfica es:

-3 -2 -1 0 1

Ejercicios.

1.- Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos 0 ofto que satisfacen las
siguientes condiciones:

a) La recta que se encuentra a cuatro unidades a la izquierda del eje de las ordenadas.

b) La recta que esta a dos unidades por encima del eje de las abscisas.

c) La recta perpendicular al eje de las abscisas que pasa por el punto  oft .

d) La recta paralela al eje de las ordenadas y a cinco unidades a la derecha del punto
oft .

e) Larecta paralelaalarectacw ¢ Ty que pasa por el punto th .

f) Larecta que correspondeal negaddi.vo de i

g) La recta cuya ordenada es el doble de su abscisa.

h) Son todos los puntos cuya distancia al origen es cuatro.

i) Aquellos puntos cuya distancia al punto 6 Th oh es igual a nueve.

j) Los puntos que se encuentran a una unidad del punto 6 Th .

k) Los puntos cuya distancia al eje de las abscisas es siempre igual a su distancia al
punto Oty .
) Los puntos que se encuentran a la misma distancia del punto "Otit y de la recta ©

T.
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Unidad 2. Elementos basicos de geometria analitica

Respuestas:

m

b) Recta a dos unidades por arriba

del eje de las abscisas: w ¢

Tt

a) Recta a cuatro unidades a la izquierda del
ejedelasordenadas: w 1 T

D
p
p
L
b
"{1

c) Recta perpendicular al eje de las abscisas que
pasaporelpuntod oft : @ o0 T
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Unidad 2. Elementos basicos de geometria analitica

d)
ya .
w ¢

8 4;

Tt

Recta paralela al eje de las ordenadas
cinco unidades del punto 0

oft :

e) Recta paralelaalarecta @ ¢ T que pasa

porelpunto0 Th : ® T

e Sy g S g S P

f) Recta que corresponde al

negatioaw de

n

"
&

Tt
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Unidad 2. Elementos basicos de geometria analitica

g) Recta cuya ordenada es el doble de su
abscisa: ® Cw

h) Los puntos que equidistan del
origen cuatro unidades es la
circunferencia: @ ®w p @

‘ i) Los puntos que equidistan del punto 0 Th o es la

— circunferencia:

W W W T
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Unidad 2. Elementos basicos de geometria analitica

Los puntos que equidistan una unidad del punto
0 th eslacircunferencia: o ® (o Yw
‘ op T

k) Los puntos que estan a la misma distancia del
eje de las abscisas y del punto 0 1ty hes la
pardbola:w p@ O T

[) Los puntos que estan a la misma distancia de
< la recta @ Tt Ty del punto 0 it hes la
pardbola: @ p @

............................................................

Autoevaluacion

1.- Para el triangulo cuyas coordenadas son: 6 ¢ip W ¢ch F p8 p h contesta lo
siguiente.

a) ¢De acuerdo a la longitud de sus lados qué tipo de triangulo es?

b) ¢Cudl es su perimetro?

c) ¢Cuanto mide el area?

d) Dar las coordenadas de los puntos medios de cada lado del triangulo
e) ¢Cuanto miden sus medianas?
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2.- Se quiere cercar un terreno pentagonal cuyos vértices  son:
O chp M ofx M Yt FO ¢fp FOoft  , ¢cudl es el perimetro correspondiente?

3.- En un jardin circular se pretende colocar una fuente en el centro del jardin donde debe
ser colocada si el diametro del jardin corresponde a los puntos: 6 oft h0 vh ¢

4.- Un alpinista camina por la montafia del punto 6  xft al punto & uvlv , mientras que otro
recorre la montafia por otro camino desde el punto & p it hasta el punto O uft ,¢,Cuél de
los dos alpinistas ha hecho un recorrido de mayor inclinacion?

5.- Se quiere hacer un mural en una pared cuyos vértices son: 6 ¢h o hd chp hé yip h
O Yfo h ¢De qué superficie se dispone?

6.- Una escalera se apoya en la pared en el punto 6 vhp hel pie de la escalera se encuentra
en el punto 6 ¢t hqué angulo forma la escalera con el piso?

7.- Un automavil que avanza en linea recta se encuentra a 350 Km del punto de partida y a
250 Km de su punto de llegada. ¢Cudles son las coordenadas del sitio en donde se
encuentra, si las coordenada del punto de partida son 6 plp hy las del punto de llegada son
bptp?

8.- Dar el lugar geometrico de los puntos que se encuentran a la misma distancia de los
puntoso ¢lw yé pth p.

9.- Calcular la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que distan del
eje de abcisas el triple que del eje de ordenadas.

10.- Da los puntos de interseccion de los dos lugares ggométricos de los puntos que se
encuentran a tres unidades de los puntos 0 pht Y 6 ¢lo respectivamente.

Respuestas al examen de autoevaluacion.

1-aQ uvhQ Wp dQ V¢ @ como las longitudes de los lados del
triangulo son diferentes, el triangulo es escaleno. b) El perimetro del triangulo es:

O v Vpo Vcoe p@ wh c)Elareadeltridnguloesd —06 ,d) Los

puntos medios de cada lado del triangulo son: 0 - ho -k ho

—ht , e)o _hd 2 hAe 1

2.- El perimetro del terrenoes: 0 'Q Q Q Q Q TP Co
OPTLOPH TV OP QCTH G 0 p @ paY

3.- La fuente debe ser colocada en el punto medio del segmento, es decir en
0 pip 8

4.- El primer alpinista hace un recorrido con un angulo de inclinacion de |

¢ & ¢ mientras que el segundo aplinista hace su recorrido con un angulo de
inclinacionde! o @& v

l

C
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5.-Elareadelmuroes:0 w1 .

6.- La escalera forma un angulo con el piso de | o0& o.

7.- El automovil se encuentra en el punto 0 yip , de su recorrido.

8.- El lugar geométrico corresponde a los puntos de la recta:

9.-El lugar geomeétrico es la recta.

10.- El primer lugar geomeétrico corresponde a una circunferencia de radio tres y
con centro en el punto 0 pht hy el segundo es otra circunferencia con el
mismo radio pero centro en 0 ¢lo , ambas circunferencias se intersectan en

los puntos: 0 - ho -k
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Unidad 3. La recta y su ecuacion cartesiana

La geometria analitica, que abarca la mayor parte de este curso, centra su enfoque
en el método analitico que permite representar y analizar a través del algebra, a las
curvas y los objetos geométricos que, desde el punto de vista euclidiano soélo
admiten formas particulares de construccion, estudio y analisis de sus elementos.

Por lo anterior el alumno reconocera que se incrementan las posibilidades de
analisis y aplicacion de la Geometria Euclidiana, al incorporar al estudio de los
objetos y relaciones geométricas la representacion y los procedimientos del algebra.

Esta unidad es una de las mas importantes, ya que puede aplicarse en diferentes
entornos. En el estudio, se resuelven problemas de corte geométrico, con el objetivo
de que el alumno avance en la compresion de las diferentes formas de la ecuacién
de la linea recta, e identifique los elementos que la definen.

Aungque una parte importante del método analitico consiste en obtener la forma
algebraica que representa a un lugar geométrico, el tratamiento de la tematica no
se centra en manejar un conjunto de férmulas, se intenta aprender estrategias
generales y diversas formas de representacion que apoyan la comprension vy
facilitan el trabajo, dependiendo de los elementos o condiciones que se estipulan en
un problema.

Es el lugar geométrico de todos los puntos 0 fto tales que si tomamos dos
siempre

puntos cualesquierad @ o y 0 @ ko elvalorde &

permanece constante.

Se define a la pendiente de una recta como la tangente del angulo de
inclinacion, es decir, & O A-se designa por la letra m.

Dos rectas con pendientes & wa son paralelas si: & a
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Dos rectas con pendientes & wa son perpendiculares si: & Jd& p
es decir: & —

Se define como el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan
de los extremos del segmento. Este lugar geométrico resulta ser la recta
perpendicular al segmento por su punto medio.

Es la recta que une cada vértice del triangulo con el punto medio del lado
opuesto.

Es la distancia mas corta entre la recta que contiene al lado y el vértice
opuesto.

Es el punto de interseccion de las medianas, y equivale al centro de gravedad
de un triangulo.

Es el punto de interseccion de las alturas.

Dado que se conoce uno de sus puntos y el valor de la pendiente

o rE— w w Tt

W W

despejando obtenemos: w w d ®
Ejemplo:
Determina la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2,-3) y tiene una pendiente
igual a 3.
Solucion:

Se da el valor de la pendiente que es & o Yy se sabe que pasa la recta por el
punto (2,-3) entonces tenemos que:
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W 0 0w ¢

Ecuacion de la recta en su forma punto - pendiente.

Simplificando y ordenando podemos llegar a la ecuacién general de la recta que
es:0w 6w 6 mh
W o ow @
0w W W T

Ecuacién general de la recta

Si la pendiente es igual a 3 (& oh Q'OA'QQ & @ & & 'Q); IAxangente serd igual a
O 0 w&porloque:

o OA+
Su angulo de inclinacion es:
— DEQOD

— X® eJxpdoy® yec

Para conocer la ecuacion de la recta, conocidas las coordenadas de dos de sus
puntos, lo podemos hacer a partir de la ecuacién de punto - pendiente, sustituyendo

a m por guedando:

Ejemplo:

Se conocen los puntos ¢ fp v @68 o fi ¢ T por donde pasa una recta, ¢Cudl
es su ecuacion?

Solucién:
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Para contestar la pregunta sustituye los puntos en la ecuacion anterior:
® ho who

dc¢Mpuvwd omhgn

Sustituimos

() pu X W QT
p T
Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos

Ecuacién pendiente i ordenada al origen

Conocemos la pendiente m de la recta y una de las coordenadas donde la recta
cor t a yagbrderadaeal ofigen b) basta con sustituir la pendiente y la ordenada
(0, b) en la ecuacion de punto y pendiente para obtener la ecuacion.

v T Y
W adw w

Ecuacion de la recta pendiente - ordenada al origen
70



Unidad 3. La recta y su ecuacion cartesiana

Ejemplo:
Encuentra la ecuacién de la recta con ordenada al origen -4 y pendiente igual a 7
Solucion:

Utilizamos la ecuacién anterior, tenemos & X 0® T

W X0 T

Ecuacion de la recta pendiente - ordenada al origen.

el &
ed g
o

Usaremos la ecuacién cw w w 1. Para obtener la ecuacién de la recta en su
forma simétrica es necesario calcular las coordenadas al origen de la recta.

Asi, si la ecuacion de la recta en su forma generales ow ® w TI, para calcular
las coordenadas al origen utilizamos las siguientes expresiones:

Abscisa al origen:

0w — e - 0 lacoordenada es ofm

Ordenada al origen:

~
g

w —  — w la coordenadaes ™ w

Con los datos anteriores tenemos que:
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Simplificando y aplicando las leyes de los signos en la ecuacion anterior:

0w o
ooop

Ecuacion de la recta en su forma simétrica

Para calcular las ecuaciones de las rectas perpendiculares y paralelas a la recta
dada, veremos el siguiente

Ejemplo:

Hallar la ecuacion de la recta paralelaalarectad dw ¢w X T yque pase por
el punto 0 plo

Solucién:

Obtenemos la pendiente de la recta dada:

, 0 PP
o - — -
0 C C
Como sabemos las rectas paralelas tienen la misma pendiente, por lo que la recta
0 da a Na& -

Y ademés pasa por el punto 0 pfo utilizamos la ecuacién punto i pendiente para

obtener la ecuacion de la recta paralela en su forma general:

a
W o P W p
C

Cw 0 pw P
QW @ w p
Ddw cdo v T QOOEOD M QPP G Qo ®

Para obtener la ecuacion de la recta perpendicular a la recta dada 0 , lo haremos a
través del siguiente
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Ejemplo:

Hallar la ecuacién de la recta perpendicularalarectad dw ¢w X T yque pase
por el punto 0 plo

Solucion:
Sabemos que la pendiente de la recta perpendicular es reciproca y de signo
contrario, por lo que:

, P ..
(o — |
3 N

No|o

Y pasa por el punto P (1,3), volvemos a utilizar la ecuacion punto i pendiente:
W 0w a4 o o
W o C W p
W o Cw C

Dded @ v MROOEDD H QAP N QE QQOO & M

Es la menor distancia medida en forma perpendicular entre el punto dado y
la linea recta.

Ejemplo:

Encontrar la distancia que existe desde el punto 0 ¢ft alarectaco @ o T

dibuja la recta y el punto.

Solucion:

Para dibujar | a recta y el punto, se despej a
W Cw O Yy se encuentran algunos puntos pertenecientes a la recta:

x |y
73



1

Traza la recta anterior, con base en la tabulacién, sobre el sistema de coordenadas,

Unidad 3. La recta y su ecuacion cartesiana
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Ahora traza la recta perpendicular que pasa por el punto U ¢h (dibujalo) y que va

hacialarectacow w o ™

pT

0w

C ¢

Q
Sustituimos la recta y el punto dado en la ecuacion anterior

Para calcular la distancia del punto a la recta utilizamos la ecuacion:
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0 p‘C T O
nt p
, po ,
Q — v (0]
o & p

Distancia del punto a la recta.

/\{ o

Si queremos encontrar el angulo entre dos rectas utilizamos la formula:

Ejemplo: Encontrar el angulo que forman las rectas
0deow ow 1T T
0dw Tw ¢ ™

Solucién: Calculamos la pendiente de las 2 rectas con:

. 0 G C

a - — —
0 o o
. 0 P p
a - — -
0 T T

75



Unidad 3. La recta y su ecuacion cartesiana

Calculamos el angulo entre las dos rectas:

slyel

—Io
-
slo|aln QO e
aln

O
T
|'O
N O

slc

— ot on: 2F
pTt

— TR ¢J

Recuerda que el angulo se mide en sentido antihorario, por lo que a este resultado

se le suma a 180Jy tenemos que el angulo es: — p o& odgle es el angulo entre
las dos rectas 0 @0 .
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Ecuaciones de las rectas notables del triAngulo (mediatrices, medianay altura)

Mediatriz

Ejemplo:

Encuentra la ecuacion de la mediatriz del segmento de extremos! c¢fv U" th X 8

Solucion:
Q0 QoM
W ¢ W L w T w X
W TO T W PO L ® W PP W PYP T
W @W W Tecuacion de la recta mediatriz.
Mediana

Una mediana de un triangulo es el segmento de recta que va del vértice al punto
medio del lado opuesto. El punto medio M entre los puntos 0 whd @0 who
se obtiene mediante:

Ejemplo:
Hallar el baricentro del triangulo  Tit 6 tht 6 plo 8
7
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Solucién: calculamos las medianas,

. T pJl O V.0
0 h—— - h-
q q ¢ C
- T T JU TT .
0 h—— cht
q G
Mediana AM
5 b o0 LD TTQD MEEV DA @ QDB QD &
Mediana CP
W p WO o e e e o T rs it o =
5 St 0w @ o MTQwWo @A @ Qwd'@NQ Q@ & &
G es la interseccion de AM con CP resolvemos el sistema:
o LW T

ow W @ T

L
0 ¢ Tt w pNw =

no Fp

qQlc
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Altura
Ejemplo:

Hallar el ortocentro del triangulo & 18t 6 18t 6 plo

Solucion:
Altura por C es perpendicular a AB
- @ P @ o
Q P wop
n P
Altura por A es perpendicular a BC

) W T W T L
Q W W
P p

H es la interseccion de "'Q & ¢ "B, resolvemos el sistema:

w p
O o
t o pNo p
"0 plp
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Autoevaluacion

Instrucciones:

V Lee cuidadosamente cada pregunta.
V  Escribe el nimero y la justificacion de tu respuesta en una hoja aparte.
V  Elinciso anétalo en la plantilla.

1. Laecuacibndelarectacw w ¢ Ttiene como parametros:

A) Pendiente & p, B) Pendiente & p,
Ordenada al origen @ p Ordenada al origen @ ©

C) Pendiente & P, D) Pendiente & C,
Ordenada al origen @ ¢ Ordenada al origen @ ¢

2. ¢Cudl es la ecuacion de la recta que pasa por 0 oh v y es perpendicular
arectacow cw T1?

A) 0w ow w T B) 0w CWw PpT
C) ow v w T D) Cw oW T

3. Determina la pendiente de la recta que pasa por los puntos ¢fp & Thp p

A) m=- B) m=— C) m=— D) m=-
4. ¢Cudl es la ecuacion de la recta que pasa por los puntos & v w6 T ho
A) P W OX T B) T W TGO T

C) TW W pp T D) P W TO T
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5. Es larecta que pasa por el punto 1h ¢ con unapendiente & o

A) y=-2x+3 B) y=3x-2 C) y=-3x+2 D) y=3x+2 E) y=2x-3
6. ¢Cudl es el angulo de inclinacion de la recta cuya ecuacion es
W Ccw v?
A) 23.5° B) 30° C) 45° D) 63.4° E) 58.2°

7. Determina la ecuacion de la recta paralela, alarecta @ ¢w o T yque
pasa por el punto & ofv

A) W W po T B) W W po T
C) W W po T D) W W pao T

8. Determina la distancia mas corta del punto 0 ¢ft ala recta
ow TW TT T

A) - B) — C) - D) — E) —

Respuestas al examen de autoevaluacion

1. Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P (-2,4) y tiene una
pendiente m = -2

2. Un triangulo tiene por vértices a los puntos (1,1) (7,3) y (6,8). Encontrar el
angulo entre cada una de las lineas rectas.

3. Encontrar la ecuacion de una recta paralela a la recta de ecuacion
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4.

5.

1)

2)

3)

4)

oW CW X Ty que pasa por el punto (1,1)

Encontrar la ecuacion de una recta perpendicular a la recta de ecuacion

oW CW X Tiyque pasa por el punto (1,1)

Las aguas negras de la ciudad de México se conducen en el drenaje profundo
por medio de la gravedad (observa la figura). Para aprovechar esta fuerza,
las tuberias conservan la pendiente o inclinacion necesaria para mover los
fluidos a una velocidad calculada que no erosione los tubos. Para realizar los
calculos de un tramo recto, es necesario conocer las coordenadas de solo
dos puntos del subsuelo y con éstos se determina la ecuacion de la recta por
donde se instalara el drenaje. La pendiente podra determinarse también con
dos puntos, que se obtendran de los planos topograficos del lugar empleando

la ecuacibona@ —— . Considerando los puntos en la figura por donde pasa

la tuberia, determina la ecuacion de la recta en sus tres formas. (punto-
pendiente, general de la recta, pendiente - ordenada al origen)

Om
.' -
—40m |- —--.--.;,._______‘___M“x“_l

, e300, 525y~ 45 m
! B ‘

S0m m——

300 m

Halla la distancia que existe del punto P (1,1) alarectacw ow p ¢ T
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Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana

Presentacion

El estudio de la Pardbola, como la Elipse y la Hipérbola, ha sido de gran importancia
en la Geometria Analitica. Aunque muchos personajes se dedicaron a ello, se suele
atribuir a Menecmo (hacia 350 a.c.) el descubrimiento de estas tres curvas. Como
suele ser frecuente en la historia de los descubrimientos hechos por el hombre,
Menecmo llegé a dichas curvas cuando intentaba resolver, sélo con reglay compas,
un antiguo problema que consistiaenlaL Q6 1) & EELLXXLNE b & .

Muchos de los resultados obtenidos por Menecmo, incorporando ademas trabajos
del mismo Euclides, aparecen en uno de los mas importantes tratados de la
Matemética griega: Las conicas de Apolonio. Su concepcion, veras que es muy facil
de entender: si tenemos un cono de revolucion de dos mantos y lo intersectamos
con un plano, obtendremos, segun el angulo con el cual el plano corte al cono, la
Elipse, Pardbola e Hipérbola. Asi entonces, al conjunto de puntos que forman la
interseccion de un plano y el cono, les llamaremos secciones conicas.

Eje Eje

Elipse Parabola llipérbola

Las aplicaciones practicas que la humanidad le ha ido encontrando a las secciones
conicas, en oOptica y en las comunicaciones por poner un ejemplo, ha hecho
imprescindible su estudio y conocimiento. En esta unidad estudiaras solamente
aguello referente a la Parabola, para mas tarde, continuar con las otras secciones
conicas. El objetivo es que seas capaz de obtener la ecuacion de la Parabola
cuando se te proporcionan algunos elementos necesarios y suficientes de la misma,
dada la ecuacion puedas identificar sus elementos y, finalmente, resuelvas
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problemas de aplicacion practica en los que sea necesario recurrir a éste importante
lugar geométrico.

Bibliografia de consulta
Gonzalez, P(2009. Origenes y evolucion histérica degaometria analitica. Espafia.
www.xtec.cat/sgfp/llicencies/200304/memories/geometriaanalitica.pdf

Swokowski, E., Cole, J. (20114lgebra y Trigonometria con Geometria Analitite3*ed.)
México: CENGAGE Learning.

Lehmann, C. (2008Geometria AnaliticaMéxico: Limusa.

Conceptos claves

U Lugar Geométrico: Conjunto de puntos en un plano que cumplen con
determinada caracteristica o ecuacion.
Vértice: Punto de la parabola mas cercano a la directriz.
Foco: Punto fijo en el plano que se utiliza en la generacion de las conicas.
Directriz: Recta que determina o dirige las condiciones de la parabola.
Eje de simetria: Recta que pasa por el foco, perpendicular a la directriz y
que divide por la mitad a la parabola.

[T R et

Sugerencias de actividades de aprendizaje tedrico practicos

La ecuacion de la parabola, asi como sus elementos que la componen, los
obtendremos de la condicién geométrica que la define.

Una parabola es el conjunto de puntos en el plano que son equidistantes a un
punto fijo (lamado foco) y a una recta (llamada directriz).

Observa como la definicion anterior me genera un lugar geométrico, pues solamente
un conjunto de puntos en el plano, podran cumplir con la caracteristica que se
especifica. Equidistantes significa que los puntos, que quieran pertenecer al lugar
geométrico, deberdn estar a la misma /
distancia del foco y la directriz. :

Designemos por "Qy O, el foco y la directriz
de una parébola, respectivamente. Si se
traza la condicion geométrica de la parabola,
se obtendra una curva como la que se
observa a continuacion:

!
J
L]
.
.
\
.

of L.

L)
-

*e 40 mee *®

Observa como cada punto O de la curva
cumple con la condicion geométrica de la
parabola, es decir, cada punto 0 satisface
que:
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1

Antes de deducir la ecuacién de la pardbola, veamos
algunos elementos que se incluyen en este lugar
geomeétrico.

La recta mque pasa por ly es perpendicular a | se
llama eje de la parabolay es a su vez el eje de simetria
de la curva. Al punto de interseccion  de la recta my la
parabola, lo llamaremos Vértice de la parabola. Por
ualtimo, el segmento de recta que pasa por el foco Iy
es perpendicular al eje m con puntos extremos sobre la
pardbola, se llama lado recto y al calcular su distancia

se obtiene la longitud del lado recto.

A patrtir de la condicién que se dio del
lugar geométrico que define Ila
pardbola, podemos deducir su
ecuacion en el plano coordenado, y
trataremos de que sea tan simple

£(p.0) como sea posible. Para ello, hagamos
D coincidir el eje de la parabola con el
eje wdel plano cartesiano y también,
que el vértice esté sobre el Origen. Si
consideramos el foco "Qa la derecha
del origen entonces tendra de
coordenadas Mt y ladirectriz Oala

izquierda, con ecuaciénw n.

Nota cémo la distancia de "Q(foco) a 0 (cualquier punto de la parabola), es la misma
que, de 0 al punto 6 (punto de la Directriz), es decir, .. I -|+=Usando la formula
de la distancia obtendremos:

@ N W T ®w N W W

W n W w n Tt

Ahora elevemos al cuadrado ambos lados de la igualdad y simplificamos:

W n W W N
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®w N @ ®w N
Desarrollando los binomios indicados y trasponiendo términos:
W Mon © o Mon”
W ® hwn o ¢Non

Para obtener finalmente | ¢ -

Es importante hacer notar que hemos demostrado que las coordenadas de cualquier
punto O ofto sobre la pardbola, satisface la ecuacién @ T wDe manera inversa,
si 0 afo es una solucion de & TN aentonces al revertir los pasos anteriores
observaremos que el punto 0 ofto esta sobre la parabola.

Hemos obtenido la ecuacion de la parabola con vértice en el origen, foco "Qsobre el

ej e d ewxyldiaestriz®© en el lado izquierdo. Ahora bien, si el vértice esta en el
origenyelfoco™enell ado negativo del eje Ax0, aSegqguir &
¢.Cambiard solo la ecuacion de la directriz 'O? ¢Qué cambiara de la ecuacién

obtenida, si el vértice se mantiene en el origen pero el foco "Qesta sobre el eje de

las euE?

Ejercicio 1

Obtén la ecuacion de la parabola con vértice en el origen, foco I
en hemy ecuacion de la directriz « -—

Si llevaste a cabo correctamente el ejercicio 1 propuesto, seguramente notaste que
llegaste a una ecuacion para la parabola que cambia en su estructura. Si el foco es
colocado en la parte negativa del eje &y en la parte positiva del eje wo en su parte
negativa, se obtiene una forma diferente de la ecuacion de la parabola.

Las cuatro formas de la ecuacion de una parabola con veértice en el origen y foco "Q
sobre algun eje de coordenadas, a una distancia r del origen estan resumidas en la
siguiente tabla.
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y
4 ¥ e % 1
1 Owo ew D
q« - @
o0 Owo &w ' —» >,
J'(*Pyo)
r=-r q e
z=p
y
A y
F 3
D
y=p ) mm( J‘;va)
> . § 5
Owo ew >
®
Fl(0,—p) [ ] ( D y=—p

Si observas con cuidado las graficas mostradas te daras cuenta de inmediato que
la parabola es una curva simétrica con respecto a su eje. Mas adelante nos
apoyaremos en este hecho para elaborar graficas de esta curva.

Ejemplo 1.

Encuentra la ecuacion de la parabola que tiene vértice en el origen & Tt y
foco "Qrit .

Solucioén

Como el foco es "Qrift, , la distancia del vértice al foco es 2. Entonces 1) es igual a
2, y un punto de la directriz estara también a dos unidades del vértice, de modo que
la ecuacion de la directriz sera w ¢. Segun nuestra tabla anterior, la ecuacion de
la parabola buscada tendra que tener la forma @ 1 wComo sabemos que 1
¢, podemos sustituir en la ecuacion:

W TCW®
@  yYw

Que es la ecuacion que se buscaba para la parabola.
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Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana

Podemos usar | as coordenadas del foco
cuando nos pidan trazar su grafica. Como se dijo anteriormente, el segmento de
recta que pasa por el foco "Qy es perpendicular al eje de la parabola, se llama lado
recto, y al obtener su longitud se puede observar el didmetro focal, es decir, que tan
ancha es la parabola.

Para deducir la longitud del lado recto, te pediremos que observes con detenimiento
la grafica que te presentamos.

De inspeccionar la gréfica, podemos ver que la distancia de un punto extremo 0 del
segmento del lado recto a la directrizes ==k consecuencia, la distancia del punto
0 al foco "Qtambién deberd ser ¢ recuerdas la condicién geométrica de la
parabola?). Podras concluir que la longitud del lado recto serd entonces wm

Ejemplo 2. Una parabola tiene por ecuacion ow p @ T Encuentra las
coordenadas del foco, ecuacion de la directriz, longitud de su lado recto
y traza la grafica correspondiente.

Solucién

Para hallar los elementos que nos piden,
tendremos que encontrar el valor
correspondiente a nn8Para ello, tendremos —H
que reescribir la ecuaciéon dada en su

forma normal que conocemos: D

ow pPQ T

- 00w PO T - Multiplicando

de ambos lados de la igualdad por el s

reciproco de 3. Sf(p,0)

W TWw T

W TW T T TwW Sumando el
inverso de Twde ambos lados de la
igualdad.

x=—p

W TW.
Comparando esta ultima ecuacion con alguna de las formas basicas de nuestra

tabla, nos damos cuenta que se corresponde con w 1 wDe tal manera que
N T,esdecirn p.

Entonces el foco tendra de coordenadas "Q plt y la ecuacion de la directriz sera
@ p. Ahora, sabemos que su longitud del lado recto es 11, esdecirt p  T.
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Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana

Para trazar la grafica correspondiente,
recopilamos la informacion que vya
tenemos: Vvértice en « miit, foco en X
"Q phr, directriz @ p y la longitud del R W\
lado recto 4. Usaremos la longitud del

lado recto para graficar dos puntos que '
pertenecen a la parabola. / \

—-

5(2,+3)

[F%]

=

Tomando como punto de partida el foco
"Q pht, y como abre la parébola, la
coordenada que se ve afectada es la que corresponde a la altura, es decir,cue. Asi
entonces, el punto O (extremo del lado recto) tendra como coordenadas 0 phr
¢y obiend plt yelpunto0 (extremo

del lado recto) tendr& como y
coordenadas 0 plt ¢f o bien
O phc¢. Graficamos estos dos D
puntos y trazamos a continuacion la 2
grafica de la parabola.

\

(%)

V(U,.U] ¥

Ejemplo 3. Encuentra los elementos de =1
la parabola cuya grafica se
muestra a continuacion.

Solucién

Observamos que la parabola tiene vértice
en el origen y que pasa por el punto
"Ych o . Suponemos que el foco debera
estar en "Qmh n, y su ecuacion tendré
qgue ser de la forma @ T (pero no
sabemos cuanto vale n. Haciendo uso de
la simetria de la parabola, podemos
afirmar que el punto 'Y c¢h o también r =1
pertenece a la parabola, pero seria un 5




Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana

error suponer que son los extremos del lado recto y el foco esta en el punto medio
de este segmento. ¢Qué hacer? ¢Podemos suponer que N tiene cualquier valor?
Sabemos que la ecuacién de la pardbola tendré que satisfacer el punto “Y jAqui esta
la clave!

Si las coordenadas de un punto satisfacen una ecuacion, este punto pertenece a la
gréfica de esa ecuacion y, reciprocamente, si un punto esta sobre la grafica de una
ecuacion, sus coordenadas satisfacen la ecuacion.

Con esto en mente, substituimos el punto “Yen nuestra ecuacion w T W
C i o
T pq

— 1N que al simplificar obtenemos
n -
Tenemos el valor del parametro 1), de modo que el foco es 'Q h - v la directriz’ O
esw -omejorow p T Como lalongitud del lado recto es 11, es decir, T -
- el segmento se prolonga - a la izquierda y - a la derecha del foco. Finalmente la

ecuacion de la parabola sera w T -  que al simplificar queda como e

-«. Te presentamos un resumen y la grafica correspondiente.

Vértice h 7y i
. | | X
Foco l h - A o 2
fe m\
Ecuacion dela  « / 1 N
Directriz / \
Longitud del lado recto  _ 2
Ecuacion de la 5(2, —3)
- [ ] —d 3
Parabola
' \

Ejercicio 2. Verificaque el puntod h yq4 h  efectivamente pertenecen
ala ecuacion encontrada para la parabola en el ejemplo 3.

Ejercicio 3. Obtén la ecuacién de la pardbola con vértice en el origen y foco I
en h
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Ejercicio 4. Una parabola tiene su vértice en el origen y su directriz es la recta
con ecuacion e . ¢,Cuél es la longitud del lado recto?

Ejercicio 5. ¢Cual es la ecuacién de la pardbola cuya grafica se muestra?

Ejercicio 6. Encuentralos elementos de la parabola (foco, directriz, longitud del
lado recto y vértice) que tiene por ecuacion « o

Ejercicio 7. Hallar la ecuacién de la pardbola que pasa por el punto = h Si
el vértice estd en el origen y su eje coincide con el de las
ordenadas. Elabora un dibujo.

Pensamiento critico

Ejercicio 8. Encuentra las ecuaciones para las pardbolas que tienen vértice en
elorigenyfocosen] R ] Rr Al h y| h
Graficalas en un mismo plano (puedes ayudarte de un software
para graficarlas como GeoGebra, PrimePlane, etc.). ,Cémo

cambian las parédbolas? ¢Cudl es la relacion que se observa entre
el foco y grafica de la pardbola?

Ejercicio 9. Por un error tipografico, no se nos proporciona el vértice de una
parabola, aunque si
sabemos que su directriz
es larecta « y el
focoeselpuntof h
¢Podrias ayudarnos a
encontrar el vértice? Foco
(Sugerencia: elabora un
diagrama con los datos

y

proporcionados y utiliza 5
después la condicion

geomeétrica que deberan

cumplir el conjunto de

puntos del lugar geométrico).
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Autoevaluacion

Con la idea de animarte a que logres una total comprension conceptual, te
ofrecemos una serie de ejercicios primero de conceptos y, después, de
habilidades para que verifigues y compruebes el avance de tu aprendizaje.

CONCEPTOS

Llena los espacios en blanco con la frase que hace la oracion correcta.

1. La parabola se define como el conjunto de todos los puntos del plano que
son equidistantes con un punto fijo llamado y de una recta fija

llamada de la parédbola.

2. La grafica de la ecuacion &0 TN a@s una parabola con focoen™Q__h

tiene por ecuacion de la directriz w

--------

3. La gréfica de la ecuacion @ T o@s una parabola confocoen™ Q. h

y tiene por ecuacion de la directriz @ ... . Asi, la grafica de w

y directriz © 8

nnnnnnnnnnnnnnn

HABILIDADES

4. La ecuacion de la parabola con foco en "Qufit y vértice en o Tit esta dada

por :

a w o® b) ® o ) w 0o d o o@

5. Una parabola tiene por ecuacién w ¢ ® T su foco "Qy su directriz 'O

estan dadas por:

a) "Quhith b) "Qriv
Odw v T Odw v ™
c) "Qmh v d "Q ufm
Od w v T O w v m

6. ¢Cuales son los puntos extremos que definen el lado recto de la parabola

%) p T
U. U. .U N
a) Y —-ht oY-=-ht b) Y uvh - ®°Y vuh
C C C C
Q) ... .U .. d .. U,
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7. La parabola que pasa por el punto 0 ¢h v , tiene vértice en el origen y su
eje coincide con el eje wy tiene por ecuacion:
a) Lvw TW T b) cd0 oo m

C) Cw CWO T d vw T T

8. ¢ Cual grafica representa a la parabola cuya ecuacion es w w?

’,.F"

¥ o -1

a) // b)

=
B

=]
B
o
L
o,
\D
k3
=]
e

...‘-4:.

i Ay ANEA

/|
/
N
:::
A

-0-4 H

/

\
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9. Siladirectriz de una parabola con vértice en el origenes ¢cw p v T, ¢cual
es la ecuacion de dicha parabola?

1 Yy=-—p
Az, —p)
a w oW T b) co pd ™
C) W Oom T d ¢cvo pw 7

10.La longitud del lado recto de una parabola es 64. Si el vértice esta en el origen
y su eje coincide con el eje de las wen el lado positivo, ¢,cual es la ecuacion
de su directriz?
a W o¢ T b) w o¢ 1

C) w po ™ d ® po ™

Respuestas a los ejercicios propuestos.

Ejercicio 1.

Te mostramos una grafica en la cual se ha esquematizado las
condiciones pedidas.

Nota como la distancia de "Q(foco) a 0 (cualquier punto de la parabola), es la
misma que, de 0 al punto d (punto de la Directriz), es decir, .. I -“: Usando

nuevamente la formula de la distancia obtendremos:

W T w N W 0w W N

o ® T ® N
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Ahora elevemos al cuadrado ambos lados de la igualdad y simplificamos:

® N o
W W N W n
Desarrollando los binomios indicados y trasponiendo términos:
W W qwn w Qi

® © Mon o coih

Para obtener | e ==( (JuUe es la ecuacion pedida.
Ejercicio 2.
La ecuacién que se encontro para la parabola fue e -«. Como el punto Yy Y

pertenecen al lugar geométrico, deberan cumplir con la ecuacion encontrada para
la parabola. En efecto:

para el punto "Y¢h o : paraelpunto’Y ch o:
T T
Y - O
S o S o
P< Pq
T —_ T R
o o
T T T 1

Ejercicio 3.

La distancia del vértice al foco es el parametro 1. Al estar el vértice de la parabola
en el origen, entonces 1 1. También, al estar el foco sobre el eje wen la parte
positiva, la ecuacioén de la parabola sera de la forma w 1) wSustituyendo ahora
el valor de rj obtendremos

W TTW®

W P @@ que es la ecuacion pedida. Observa que también puede
serescritacomo w P @ TT
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Ejercicio 4.

La ecuacion de la directrizes ¢ v T, que también puede ser escrita como ®

Como nos dicen que el vértice de la parabola esta en el origen, entonces . -.

Ahora bien, te mostramos que la longitud del lado recto, sin importar hacia donde
abra la parabola, es tn. Asi entonces, al sustituirt -  —.

Concluimos que la longitud del lado recto es de 10 unidades.

Ejercicio 5.

Si observas con atencidn la grafica que se muestra, te daras cuenta que se te esta
proporcionando la longitud del lado recto. Asi, try p mesdecir,f} -y porla

forma que tiene la pardbola su ecuacion tendra que ser @ 11 w Al substituir el
valor de n encontrado en esta Ultima ecuacién obtenemos:
@ p 1 que es la ecuacion pedida.

Ejercicio 6.

Lo primero que tienes que hacer es transformar la ecuacion de la parabola a una
forma conocida, es decir, (w p ¢ Ahora multiplicamos por - de ambos
lados de la ecuacién y se obtiene @ -« Observaque tr} -y al despejaran

se tiene que n -. Unavez que tenemos el parametro 1, podemos escribir sus
elementos de la parabola:

Vértice i Nej
Foco m@
Directriz (w0 o Tt Longitud del lado o
recto C
Ejercicio 7.

Como el eje de la parabola coincide con el eje wy su vértice esta en el origen, su
ecuacion tendra que ser de la forma w T w El punto 0 esta en el lugar
geomeétrico, por lo que debe cumplir con la ecuacién de la parabola. Sustituyendo
las coordenadas del punto 0 se tiene:

[0) T v

o® T
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o0

¢m |
w
0 n

Ahora que sabemos cuénto vale el parametro 1, substituimos en la ecuacion
propuesta y simplificamos:

() T - W
W —w que es la ecuacion que cumple con las condiciones especificadas.
Ejercicio 8.

Como los focos estan sobre el eje wen su .
lado positivo, las parabolas abren hacia

arriba y su ecuacion béasica sera de la forma FT /Vﬂ \\
@ TN wBasta con substituir el parametro n / \
y graficar cada una de ellas. /r \

A(6,5)
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Aungue pueden ser observadas algunas otras caracteristicas, nos parece que es
evidente que, cuanto m8s cercano est8 el foc
parabola.

Ejercicio 9.

Como la sugerencia indica, elaboremos un diagrama con los datos
proporcionados.

Sabemos que cualquier punto de la directriz, como el punto 0 por ejemplo, tendra
por coordenadas 6 ¢h ¢ . También sabemos que cualquier punto 0 ¢fw del
plano que quiera pertenecer al lugar geométrico, debera cumplir con la condicién
geométrica de la parabola, a saber: Wg | ™,

Al usar la férmula de la distancia tendremos:

W T W O W 0w C

() W e 1 W C

Ahora elevemos al cuadrado ambos lados de la igualdad y simplificamos:

W W e W C
W W e W G
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Desarrollando los oy

binomios indicados y

trasponiendo 1(0,6)

7 . ?

términos: @

W W PQ 0O .
W
TW )
T 13 i 3 B 1 0 3 4
I Yy = —2

W W Tw T
W PR 0O
W P O0¢
Esta Gltima expresion bien la podriamos escribircomo w 1t P W ¢ que se
parece a nuestra forma basica @ 11 wijclaro! Aquitr} p @bienn 1. La

distancia del foco al vértice es ). Se concluye que el vértice de esta parabola esta
en el punto  TiT .

CONCEPTOS
1. Foco, directriz
2. Qnfit, & N
3.0, 0 QM 9,0 @

HABILIDADES
4. ¢
5 b
6. d
7. a
8. b
9. ¢
10. d
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Ecuacion cartesiana de la paradbola con vértice diferente al origen

fixy=x+x+1

=2

figura 1. Parabolas Horizontales y Verticales
Palabras clave

Ejemplo, es util para consolidar la comprension de un concepto, de tal manera que
se trata de evitar que surja en el estudiante concepciones alternas no necesarias en
el ambito de las mateméticas.

Ejercicio mat em8t i co, es: AUna situaci-n conocid
estudiante y que es solucionable a través de una secuencia de pasos o algoritmos
matemat i cos ya conocidoso.

Problemaes: AUna sitwuaci-n que provoca un bl oque
habituales de abordaje no funcionan, por lo que se debe asumir un compromiso
para encontrar de manera exploratoria nuevos

Temaética

9 Las Ecuaciones: general y ordinaria de la parabola y la interpretacién
de sus elementos.

i Sistemas de ecuaciones formadas por:

1 Una Ecuacion lineal y una parabola.

9 Dos parabolas

Resolucion de problemas en diversos contextos.

Aplicaciones practicas.

E |
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Aprendizajes
0 Transforma la ecuacion general a la ordinaria para encontrar sus elementos.

_ Ecuaciéon ordinaria de la pardbola y la interpretacion de sus parametros.
__Ecuacioén general.

Resumen: Tedrico bésico
Ecuacion ordinaria de la pardbola y la interpretacion de sus parametros
Parabola horizontal

Al iniciar la unidad se obtuvo la ecuacién de la parabola con vértice en el origen
U 1 b @A representacion algebraica de la ecuacion ordinaria de la parabola
con vertice diferente al origen es:

Ecuacion ordinaria horizontal de la pardbola
y sus elementos

; I °| directriz (h-p, 0)/
- #” pi(h+p, k+2p)

vértice fj i A
I d7|stanc,|av'e‘>ntre el foco y el vertice, EEERERRRRS
foco' H Thi ] 8 7
ejefocal 6 1 foco (h+p, k)
directrizo i Th . .

Los puntos de interseccién de la
parabola con el lado recto.
P.i Ihi [

Pi Ihi 1. D | [ I T

pi(th+p, k-2p)

\ directriz (h+p, 0)
=P I ®

\pi(h—p, k+2p)

vértice fj i A ‘
1 distancia entre el foco y el

vértice, foco™H  1hi

eje focalo 1

directrizd i 1h

Los puntos de interseccion de la

parabola con el lado recto.
Pri TRT 1 prpih-p, k-120)

Pi IRT . L~

Nota: La representacion de una parabola horizontal, orientada hacia la derecha o
hacia izquierda segun el signo de 'l en donde _ son numeros reales (constantes)
Y =m €S distinto de
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Ejercicio 1.

Obtén la ecuacion ordinaria de la parabola, con vértice h yfoco h ,¢Cuéles
el valor del parametro B?, ¢ Cual es la ecuacién de la Directriz?, las coordenadas de
los puntos de interseccion que definen al lado recto.
cDe  qué lado  de la  directriz  se encuentra el foco Q.
¢ Qué elemento cambiardn de la ecuacion ordinaria de la parabola obtenida?

Ejercicio 2.

Obtén la ecuacion ordinaria de la pardbola con vértice h y directriz (5,0) por lo
que la ecuacion de la directriz es: @ v ¢Cudl es el valor del parametro P,
¢, Cudles son las coordenadas del foco?, ¢De qué lado de la directriz se encuentra
el foco "2, ¢Seguira siendo la misma ecuacion?, ¢Qué elemento cambiara de la
ecuacion ordinaria de la parabola obtenida?
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Parabola vertical

Ecuacion ordinaria vertical de la parabola
y sus elementos
o I il
vérticeg i A, rodo tr ey
(p) distancia entre el foco y el vértice L L
puntos de interseccion de la pardbola I
conelladorecto. Py i R 1N direceriz (0. k-p) ' :
P2 i "
° l —t T directriz (0, k+p)
o . o

vértice j i i, | vertice (h,k)
(p) dLsta[lgla entre el foco y el vertice pi(h-2p, k-p) | pi(h+2p, k-p)
foco 'H hi | , ejefocal 0 i, ; o
directriz 0 Aol foco (h, k-p)
puntos de interseccion de la parabola :
con el lado recto.
Pl i vﬁ vI r] z/ 4 0 1 2 3 4 5 \B
P i "l

Nota: La representacion de una parabola vertical, orientada hacia la arriba o hacia
abajo segun el signode L endonde son nimeros reales (constantes) y == €s distinto
de

Ejercicio 3.

Obtén la ecuacion ordinaria de la ‘
pardbola y esboza su representacion
gréfica.

Dado el vértice h yfoco h |, :
¢Cudl es el valor del parametro B2,
¢,Cual es la ecuacion de la directriz?,
las coordenadas de los puntos de i JNNEE TNNEETEEE TENES TENEY TN BENEE NN
interseccion que definen al lado recto.

¢En qué posicion de la directriz se

encuentra el foco "2, 2
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Ejercicio 4.

Obtén la ecuacién ordinaria de la parabola

y Su representacion gréfica dado el A
vértice h y ecuacion de la directriz

(0,4), ecuacion o , ¢,Cudl es el valor 3
del parametro B?, ¢Cudles son las

coordenadas del foco? las coordenadas 2
de los puntos de interseccion que definen
al lado recto. ¢De qué lado de la directriz
se encuentra el foco ", ;Qué elemento
cambia de la ecuacion ordinaria de la 0 1 2 3 4 5
parabola obtenida?

Ecuacion ordinariay la Ecuacion general de la parabola

Ejemplo 1. Dada la ecuacion ordinaria de la parabola encuentra sus elementos,
desarrolle la formula su forma general y bosqueja su gréfica.

(0] (0]

Solucién

Como | a var

i e Axo0o es | gue aparece el eva
de una par 8hb

I a
|l a cuyo eje de simetrza es para

El vértice es 1 8 h el valor de
’I las coordenadas del foco
"Hh eje de simetria 0 ,
ecuacion de la directriz ho :
las coordenadas de los puntos de

; interseccion de la parabola con el lado

recto son: P h , P2 h a
- ’ i ot T magnitud del lado recto es 4.

foco (3,3)

Ivertice (3,2)

Directriz y =1
1

La ecuacion general: Desarrollando el binomio al cuadrado de primer término

o o 0
Aplicando la propiedad distributiva al segundo miembro de la ecuaciéon
0 0
Reduciendo términos e igualando a cero. 0 ) 0
Finalmente se obtiene la ecuacion general de la parabola. © ¢

Ejemplo 2. Dada la ecuacién ordinaria de la parabola encuentra sus elementos y
desarrollar la ecuacion general ademas bosqueja su grafica.

0 0
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Solucion
Como | a variable Ayo es | a que aparece el eva
de una par8bola cuyo eje de simetr2za es para

it

directriz x =0

vértice’l h

= - valor de I , coordenadas del foco
'H h
eje de simetria « , la ecuacién

de la directriz’ Aho

coordenadas de los puntos de
interseccion de la pardbola con el lado
rectoson:P1 h ,P2 h

magnitud del lado recto es

La ecuacién general de la parabola: Desarrollando el binomio al cuadrado del
primer término de la igualdad.

0 0 0

Aplicando la propiedad distributiva en el segundo termino 0 0
despejando términos e igualando a cero,

) 4] 0
Reduciendo términos semejantes e igualando a cero se tiene obtiene la
ecuacion general de la parabola. o ¢ ¢

V Para el desarrollo de los siguientes ejercicios es recomendable que
utilices el resumen tedrico basico, repases detenidamente los ejemplos 1
y 2, desarrollados previamente, recuerda ademas que puedes acudir a
las asesorias que brinda el plantel.
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Ejercicio 5. Ecuacién ordinaria y la interpretacion de los elementos de la
Paréabola

Encuentra los elementos de la parabola: vértice, valor de p, foco, ecuacion de la
directriz, coordenada de los puntos de interseccién, y la magnitud del lado recto,
bosqueja la grafica y determina la ecuacion general, dadas las siguientes
ecuaciones ordinarias.

a) o o d) o o)
b) o o e) o o
c) o o f) o o

La solucién de los ejercicios al final de la unidad.

Transformar la ecuacién general a la ecuacion ordinaria de la
parabola.

Ejemplo 3. Transforma la ecuacion foco( 3.1)

general de parabola a la ecuacion | - °

ordinaria, especificar sus elementos y

bosquejar su gréfica. vertice ( 3, 0)

o 0o o ! R f
p=1

Solucion. Agrupando términos directriz y + 10

semejantes, completando | - » 14

cuadrados y despejando.

(3, 0 .é vértice h , 1 ,foco h ,
Y Y Directriz 0 , la magnitud del
lado recto
Ejemplo 4. Transformar la ecuacion o 0 o
general de pardbola a la ecuacion
ordinaria, especificar sus elementos y Soluciéon

bosquejar su grafica.
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Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana

Agrupando términos semejantes,

completando cuadrados y despejando . (directrizy-1=0 )
9
0 0 0 +
o (’) o 1 0 1 3 4 5 6
0 0 yertce (2,1

foco(2,-3
( 2 ) lado recto

Vértice h p ,foco h ,Q0Qi Qabd Q& . Magnitud del Lado
recto

Ejemplo 5. Transformar la ecuacion
general de la parabola a la ecuacion

Agrupando términos semejantes,
completando cuadrados y
despejando. vertice (1, - 2) |, foc0(1--2)

_veruge -1, - <) JRNN RERRY
f

ordinaria especificar sus elementos y "
bosquejar su gréfica. . |
|
. , . I
0 o 0 directriz x- 4=V !
Solucion ? .',
|
I
I

0 0 0 :
|
o 0 o :
, :
< (0] 1
T 1
I
q é n -_— La :
ecuacién ordinaria de la parabola T
o 0
En donde Vértice h ,p ,foco h , directrizo . Magnitud

del lado recto
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Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana

V Para que desarrolles los siguientes ejercicios se recomienda que
repasar detenidamente los ejemplos 3, 4 y 5, desarrollados
previamente, recuerda ademas que puedes acudir a las asesorias de
matematicas que brinda el plantel.

Ejercicio 6. Transformar la ecuacion general a la ecuacion ordinaria de la
parabola

Obtén la ecuacion ordinaria, determina las coordenadas del vértice, el valor del

parametro fpQ las coordenadas del foco, la ecuacion de la Directriz y la magnitud
del lado recto.

8 o o 6 d) o o 0
b) © o 6 e) o o
c) 0 o 6 f o o 6

Solucidn de los ejercicios al final de la unidad.
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Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana

Puntos de lainterseccidén de una recta con una parabolay entre
dos parabolas.

Aprendizajes

U Resolver problemas que involucran la interseccion de una recta con una
pardbola y entre parabolas.
Sistemas de ecuaciones formadas por:
1 Una Ecuacion lineal y una parébola.
1 Dos parabolas

Ejemplo 6. Sistema formado por una recta y una parabola.

Encuentra los puntos de interseccion, dado el siguiente sistema de ecuaciones.

q [ ]
q [ J
Solucién con | os dos valores de vy
se determinan los valores de x1= 0.6,
Aplicando el método de igualacion X2 =11.8, por lo que los puntos de
para la solucion de sistemas de interseccién encontrados son:
ecuaciones. Despejando la variable "E 8h 8 N 'E 8hs , los
x0 en ambas ecuaci 0ngglesson lasolucién al sistema
planteado.
(] [ J q

Igualando, desarrollando términos en
ambos lados de la igualdad.

Se determina la ecuacidon cuadratica
q q
Utilizando la formula general de las

L. . n
cuadraticas @ — se

encuentran dos valores de

y1=-2.55,y2=5.8.
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Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana

Ejemplo 7. Sistema de ecuaciones formado por dos parabolas.

Encuentre los puntos de interseccion, dado el siguiente sistema de ecuaciones.
0 o

Solucién Resolviendo la ecuacion cuadratica
hse tiene que los valores de

Despejando |l a variabbe y&® bas
. , n n [
eCLACIONES. r‘bustr{uye do e a

ecuaC| -n despejada de | a
0 se obtienen | os valores:s
los puntos de interseccion de las dos
0 . parabolas son:
0 0
l 8hs hn'l 8 h 8
Igualando y despejandolav ar i abl e x0
0
0
0 o
0 o
0 6-12x +18 B=(10.24,10.11)
0 -12x+18=0
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La parabola y su ecuacién cartesiana

V Para que desarrolles los siguientes ejercicios se recomienda que
repasar detenidamente los ejemplos 6 y 7, desarrollados
previamente, recuerda ademas que puedes acudir a las
asesorias de matematicas que brinda el plantel.

Ejercicio 7. Sistema formado por una recta y una pardbola y entre dos parabolas.

Obtén Los puntos de interseccion (solucion al sistema) de una recta con una
parabola y entre dos paréabolas.

Una recta y una parabola Dos parabolas
W o « d) o o <
o ° « « o
b) ° ¢ e) ° « °
« o « o «
C) ° « f) ° o ¢
° o ¢ o o ¢

La solucién de los ejercicios al final de la unidad.
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Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana

Problemas de aplicacion.
Aprendizajes
U Resuelve problemas de aplicacion.
Rutina de pensamiento para resolver un problema de matemaéticas

Lee despacio y atentamente el enunciado, anota los datos iniciales del
planteamiento dado. Utiliza un dibujo sencillo para representar lo que dice en el
planteamiento. Redacta algunas preguntas, piensa uno o varios posibles resultados.
Aplica conocimientos previos, reconoce posibles semejanzas, contrastar la solucion
encontrada., ¢tiene sentido?

Ejemplo 8 Planteamiento de problemas: EIl diametro de una antena parabdlica
es de 12 my su profundidad es de 4 m, ademas se sabe que pasa por el punto (5,9)
obtenga la localizacién de su foco.

Analiza 'y responde las siguientes preguntas.

¢, Cudl es la representacion algebraica de la pardbola con vértice diferente al
origen?, ¢ Cuales son los elementos de la parabola que se mencionan en el
planteamiento?,¢;,Cuales son las coordenadas del vértice?

¢ Es posible realizar la representacion grafica?

Solucién. Despejando el valorde |  —  p&

Identificacion de los datos:

Diametro = 12 m y Profundidad 4 m .
]
p (519) i d=7
Tomando en cuenta la ecuacion de la
parabola horizontal. V (0, 3)

c (5, 9.25)

® Q moe Q 2
V¢ G A A “1 Jr

2 o 2 4 6 8

B L o TNUL T
P QT

]
1
]
]
1
]
]
:
1
Sustituyendo el valor del punto en ! 2\ v (0, 3)
w Q pcw 0 !
1
1
1
1
1
1

W o TP W T

Finalmente, la ecuacion encontrada « o X @ T Yy las coordenadas
del foco (1.8, 3).
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Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana

Ejemplo 9

Un huerto tiene actualmente 25 arboles que producen 600 frutos cada uno. Se
calcula que, por cada arbol adicional plantado, la produccion de cada arbol

disminuye en 15 frutos.

Identificacion de las variables mencionadas 25 arboles, x arbol adicional,

produccion de frutos 600 menos disminucion de 15 frutos.

a) Modelo algebraico del planteamiento.

b) ¢Cudl es la produccién actual del huerto?
c) Esti me |

mas.

a

producci

- N

que s

e

tendr 2 a

d) Sefale. cual debe ser el nimero de arboles que debe tener el huerto para
gue la produccion sea maxima.

Solucién

Variables: arboles y frutos ¢ v @ QMMPULV D CQUPTIT GIMN@B X L P &

Multiplicando y ordenando por el grado del polinomio se tiene

a) Modelo Algebraico
b) La produccion actual es de 15,000 frutos

p W

CCW PUTTT

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
) Cantidades multiplicadas por miles
15 | 15.2 |15.3 154 | 155 | 15.6 | 15.7 | 15.81 | 15.84 | 15.84 | 15.81

c) De la tabla en promedio por arbol nuevo serian 100 frutos mas.
d) Al observar la tabla se deduce que entre Ywwarboles mas dan la
produccién méaxima que seria de p @p 1 frutos.
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Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana

20

v(8, 15.84)

20 20 /l\

10.- Equilibrio del mercado, la funcion de demanda de una cierta marca de

auriculares es Qw

correspondiente estda dada por i w

M TWw QT y la funcibn de oferta
i T@w ¢ 17 donde d(X) y s(X)

estan en dolares y x en millares. Determine la cantidad y el precio de equilibrio.

Solucién

Resolver el sistema de ecuaciones:
oferta = demanda.

M TRW @ T T8t

Tw ¢ TT

miTdd pPw T 1 T, Multiplicando

por 1000

y dividiendo entre 5 se tiene

T plpmamr T M

WS ¢ Com YT T

factorizando o bien aplicando

la ecuaciéon general de las cuadraticas
se tiene

W@ T NTW ¢ T sedescartala
raiz negativa @ —

La cantidad de auriculares es de
20,000

Sustituyendo en la funcién de oferta el
valor encontrado i ® 81
W ¢ TISe obtiene que T8 ¢C

T ¢ 11 ¢ Ttpor lo que el precio por
auricular sera de $40
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Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana

(20, 40)

0 20 J\

V Para que desarrolles los siguientes ejercicios se recomienda que
repasar detenidamente los ejemplos 8, 9 y 10 desarrollados
previamente, recuerda ademas que puedes acudir a las asesorias de
matematicas que brinda el plantel.

Ejercicio 8. Los siguientes planteamientos son ejemplos de las posibles
aplicaciones lo cual no es reflejo de la totalidad de estos, en diferentes aspectos de
la vida real.

1.- Calcular las dimensiones de una figura regular para que su area sea maxima,
teniendo en cuenta que su perimetro es de 100 cm.

2.- Una ventana es disefiada para permitir el mayor paso de luz, la cual tiene la
forma de un rectangulo rematado por un semicirculo. La Unica restriccion es que su
perimetro total es de 28 m. ¢ Cudles deben ser sus dimensiones?

3.- Punto de equilibrio del mercado. Un fabricante suministra (oferta).

"Qw ow T de un producto al mercado, del cual los consumidores (demanda)
"Qw @ ¢ Tlas cantidades estan dadas en miles.
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Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana

Determine el punto de equilibrio para conocer cuél es el numero de articulos que se
deben vender y precio del articulo con el cual el fabricante recupera sus gastos de
operacion. El punto de equilibrio debe cumple que (oferta = demanda).

Autoevaluacion

1.- Identifica si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos.

a) Es posible que una parabola intercepte a su directriz.

b) Si el vértice y el foco de una pardbola estan sobre una linea recta horizontal
entonces la directriz es una recta perpendicular.

c) La distancia entre el foco y la directriz es siempre es igual a 2p

d) La recta es tangente a la parabola si pasa unicamente por el vértice

2.- ¢, Como se puede determinar de manera directa la longitud del lado recto?

3.- Identifica con una cruz Unicamente a las funciones cuadraticas.

Funcién funcidn
cuadratica

2 AW W& ¢

b) Qv cw ow p

c) B pm T

d "Qw W p

4-Obtener | as coordenadas del v®rtice, el
dada la forma ordinaria de la parabola U D C T

a) OCF[ 13) C, y=-4
b) © ch 1t hb -hU o& v
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Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana

00 O cht® clU ph

d Occ ® -HJ o

5.: Determinar cué}l es la ecuacién general dada ecuacion ordinaria de la parabola.
W Q ¢pw ¢

aAaw TUeDBpoe T

o TUDB Y 7

oU e ¢@ 1 ™

d 0 ¢ Ppdpg T

6.- La ecuacion general si el v (- 3,1) y las coordenadas del f (- 3,3)
aAaw TUQeBpo m

o o0 wUw m

gw TUeDBoe 1

d o e@PYUpx m

7.- Obtener las caracteristicas de laparabola @ (w w puv T
a) Oph ® phEIP U p

by O thp -hE®R hU o v

o Otpl® -hEmMD hU p& v

d OcwhER B -HJ o

8.- Obtener las coordenadas de los puntos de interseccién dado el sistema de una
rectayunapardbola. @ T U @@ @ Tcony=2x-7

a) Bp ofm® g x@ixe
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Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana

b) Bp T@hog hbg Xy
c) Bp Txhp® g ohpd
d) Bp @ g ¢ho

9.- Determina la cantidad y el precio de equilibrio, dadas las funciones de demanda

y de oferta. Recuerda que la oferta debe ser igual a la demanda.
n ™w w T 1 Demanda
n Tw (w ¢ 1 oferta

donde p esta miles de pesos y x en cientos.

a) @ VTAOOERODIOAITAA mm

b) @ ¢ AOOERAODIOA 1A AR

)@ pmAOOERDDIOA A A nm

d @ vnAOOERDDIOAITAAY ft mn

10.- Obtener las dimensiones de un rectangulo para que su area sea maxima,
teniendo en cuenta que su perimetro es de 100 cm

a) Oc ot A OR A @ Edb ATt
b) Oc bp ¢ 6AOARA A D E@ cAv
c) Ot ip o M OR A @ Ed @At 1t
d) O¢ ft tA OAR A @ Etl Amt
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Bibliografia de consulta
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Swokowski, E., Cole, J. (20114Igebra y Trigonometria con Geometria Analiti¢E3?
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Lehmann, C. (2008peometria AnaliticaMeéxico: Limusa.

https://es.khanacademy.org/math/algebra/quadratics/factorddrm-algl/e/zercproduct
property

http://mcj.arrakis.es/alkhwa.htm

http://www.prepa5.unam.mx/wwwP5/profesor/publicacionMate/13IX.pdf
problemas

http://www.cimat.mx/ciencia para jovenes/bachillerato/libros/algebra angel cap8.
pdf

Solucidén de los ejercicios propuestos

Ejercicios: 1y 2, parabola horizontal.
Solucién ejerciciol

« ) , parametro I , directriz 0 coordenadas de los
puntos de interseccién’l i h hl i h

Solucién ejercicio 2

« ° , parametro == , directriz 0 , las coordenadas de
los puntos de interseccion’l i h Hl i h

Ejercicios: 3y 4, parabola vertical.
Solucion ejercicio 3

El valor de 'l , la ecuacion ordinaria es e « , ecuacion de la
directriz, y = -1, pi (2,3), pi (-4,3), el foco se encuentra por encima de la directriz.

Solucién ejercicio 4

El valor de’’l , la ecuacion ordinariaes e « , ecuacion de la
directriz, 0 ., las coordenadas del foco h , 1 i h hi h , el foco se
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Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana

encuentra por debajo de la directriz, el elemento que cambia es el signo del
segundo término de la igualdad.

Ejercicio 5 Obtener la ecuacion general a partir de la ecuacion ordinaria,

determinacion los elementos de la pardbola y su representacion grafica.

a) o
b) o

c) O

0

d) o

0

e) o o)

f) o

ejercicios

Vértice

Val or

foco

Eje de
simetria

Ecuacion
de la
directriz

C®

Puntos de
interseccion

odIP olv
o®h v olip

odlv
0D

Magnitud
del lado
recto

Continua _Ecuacién general y esbozo de la representacién grafica.

W

a) Ecuacion general y gréfica,

Tw w 0@ T

d) Ecuacion general y grafica.

W TO W PO T
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1
\qs\ Vi
8 S
“ X
. foco(-2,6) o I — " 0
SN e 6 e \ vertice(-2,-2)
S e | -~ - \\ -1
~— o — 4|
vertice(-2,4) ofoco(-4-2) ¢ 2
/
/ -3
X '
-6 -4 -2 0 /
b) Ecuacién general y grafica. e) Ecuacion general y gréafica
W W Cw L T W P Tw pX T
Yy Yy a8 ]
ru vertice(1,3) 5 Vi
//
A EEC S SbPu 4 vertice(2,3)”
A e focd(1,2.75) ! R
2 N 3 L 3
,, \ y foco(3,3)
‘, \\ 2 \\
1 \ .
A S
\\ % 1 S
| 0 1 2 3 0\ 4 RN N
\ ~ X
. \y 0 1 2 3 4 =
c) Ecuacion general y gréfica. f.) Ecuacién general y grafica.
‘ ‘ , Ww w w ¢¢ T
W W TW L T
y S oY
t
; \yerﬁce(—3‘4)
L 2 + 4
foco(-4,4) /’
/” ¥
| foco (-3,0) » /’," H
-4 3 2 B0 ;
L 1
vertice (-3,0) =, x
-5 -4 -3 -2 =1 0
4

Ejercicio 6 transformar la ecuacion general a su representacion ordinaria
especificar el valor de sus elementos.

8 o o 6 d) o o 0

123



Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana

b) o 0 e) o 0
c)o 0 f) o 0O o
Forma Ordinaria de la vértice | Valor foco Directri

N parabola

al o 1 QW P th p ; O | thm |« pd
C

b W C P P p®N ¢ ; o "Qmh ¢ W o
C

c ® ¢ QW C chg n PR ched | @ pd
C

d| o p C T C ch p n v | Q ohp ® X

e ® T C TG N Qmoh | © p

i T oW p TG n p Qo h | © p

Ejercicio 7 Sistema de ecuaciones formado por una recta y una parabola y entre

dos parabolas

La solucion son los puntos de la interseccion.

una recta con una parabola

entre dos parabolas

ay R 8 NP2 h d R 8NP h
b)y A 8 NP2 h el AR 8h8 nNP. 8 h3
c) R 8 N P2 h ) P 8 8 8 IP 8 h
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Unidad 4. La parabola y su ecuacion cartesiana

Ejercicio 8. Los siguientes planteamientos son ejemplos de las posibles
aplicaciones lo cual no es reflejo de la totalidad de estos en diferentes aspectos en
la vida real.

Solucién

1.- Calcular las dimensiones de una
figura regular para que su area sea

maxima, teniendo en cuenta que su ,
perimetro es de 100 cm. o
. o . v(25, 625
Lafiguraregularo wwn ¢ cU ( )
pningd U
400
despejando ® ——
, . . 200
W UL TT w sustituyendo en
0 wumw O VU 50x - x2
— 0 10 20 30 40 5
graficando 0 Qi oCp Q v lado del

cuadrado =25 el area maxima 625 cm.

2.- Una ventana es disefiada para permitir el mayor paso de luz, la cual tiene la
forma de un rectangulo rematado por un semicirculo. La Unica restriccion es que su
perimetro total es de 28 m. ¢, Cuales deben ser sus dimensiones?

Solucién
C |
)

ORIAGD ——- cy x
e e e e y
OAT EABOAODI | h i k
T "HTi T HHIT T o
A B J
Donde: ¢@ tn O XN 'G 2f 'H ©
. o—* o
CUCDBO cYpp pPX . . - r

cU pXx Uu u
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3.- Punto de equilibrio del mercado.

"Qw ® ¢ thas cantidades estan dadas en miles.

Un fabricante suministra (oferta).
"Qw ow 1w de un producto al mercado, el cual los consumidores (demanda)

Determine el valor de x para que el mercado este en equilibrio (oferta = demanda),

donde f(x) es el precio, x es el nUmero de unidades.

Solucién
on TW w QT

T T ¢T T ® W @
1 factorizando @ o @ ¢
utilizando la raiz positiva x=3

sustituyendo en cualquiera de las
ecuaciones dadas

ow TW OO0 TO CX PG PV
el punto de equilibrio es (3,15) se

ofertan 3000 productos a un precio de
15000.

Solucién a la Propuesta de evaluacién
1.- a) Enningun caso la parabola cruza a la directriz.

b) Si la directriz es perpendicular a la recta horizontal.

c) Si por la definicion y por construccion.

d) Falso.

2.- La magnitud del lado recto es igual a (4p).

3-Pni camente | os i SO0S
4.- by o ¢chthnl -h O0Q Qomhit®d o
5.- a) W TW W poO

demanda\, /|

D=(3,15/ \

J oferta

y do.

& L
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6.- d o oo W pX

7.- c) uthphn -h '0Qi QOUPEAA pg v
8.- a) np o h i x®K® parabolay recta.

9.- d @ vnAOOERDDIOA IAAY ft mn

10.- b) Oc bp ¢ BUOA A D Edg cAv
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Unidad 5 La Circunferencia y Elipse

La circunferencia
Presentacion

El alumno al terminar esta unidad podr& ser

1) Capaz de obtener la ecuacion cartesiana y ecuacion general de la
circunferencia con centro en el origen y fuera de este.
2) Trazar la grafica de la circunferencia, identificando sus elementos radio (r) y

coordenadas del centro en el origen y fuera de este.

3) Determinar los elementos de la circunferencia, transformando la ecuacion
general a su forma ordinaria.

4) Resolver problemas de corte geométrico, donde la circunferencia se
presenta.

Conceptos Claves.

En esta seccion aprenderas el estudio de la circunferencia como lugar geométrico,
ademas ten presente que la circunferencia es un caso particular de la elipse.

Definicién: El conjunto de puntos en el plano que se encuentran a una distancia
constante (el radio) a un punto fijo llamado centro.

A partir de esta definicion deduzcamos la ecuacion general de la circunferencia.
Dado el centro con coordenadas en el origen (C (0,0)) y radio r tenemos:
CP=r
Donde C (0,0),P(x,y)

Y

P(x.y)
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

Aplicando la férmula de distancia entre dos puntos que es:

\/(Xz - X1)2 +(y2 - y1)2 =T

Sustituyendo los valores obtenemos

Jlx- @) +(y- (@) =r

Haciendo operaciones

(3 +(y) =r

Elevando al cuadrado ambos miembros tenemos

X2+y

2
=(r)?

2 - r2 ecuaciércartesiana

Oﬁmo
o

Esta ecuacion también la llaman como ecuaciéon centro radio de la circunferencia.

Si ahora ponemos el centro fuera del origen, sus coordenadas seran C(h, k) , donde
h es el desfasamiento con relacion al eje X y la k es el desplazamiento con el y

Obtengamos la ecuacion cartesiana o candnica de una circunferencia con centro
C(h, k) y radio r, por medio de su definicion.

Tenemos centro C(h, k), el punto P(x, y) y radio r.

P(x,y)
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

Jx-h) +(y- k) =r

Elevando al cuadrado ambos términos

B 12+ 2 g = ()

(x- h)2+(y- K)2 =r2 ecuacioreartesian:

Para poder obtener la ecuaciéon general de la circunferencia desarrollamos los
binomios.

X% - 2hx+h? +y? - 2ky+k? =r?
Ordenando con relacién a X y y tenemos
x* +y%- 2hx- 2ky+h*+k*-r? =0
Llamamos D=2h, E=2ky F =h?+k?- r? para llegar a la ecuacién general que
representa a la circunferencia
x*+y?+Dx+Ey+F =0e c u a general

Observa que los coeficientes de los términos cuadraticos son 1, para poder obtener
D,EyF.

Es importante tener presente que los coeficientes de los términos cuadraticos deben
ser iguales para representar una circunferencia quiere decir que A=B en la
ecuaciéon general de las coénicas.

Circunferencia con centro en el origen y fuera de este
Ejercicios 1.

En esta seccion aprenderas el como obtener la ecuacion general de la
circunferencia dado su centro y radio.

Obtener laecuacion general de la circunferencia que tiene como centro C (0,0)
y radio r =4, asi como su grafica.

Solucion.
Primero tienes que trazar el plano cartesiano y localizar el centro.
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

Abres tu compéas 4 unidades y pones el compas en el centro, trazando asi la
circunferencia.

Ahora para obtener la ecuacién general sustituiremos el radio en la ecuacion.
X2 + y2 — r2
Por tener el centro en el origen, asi sustituyendo tenemos

X2 +y2=(4)?
X2 + y2 =16 ecuacioncartesiani

Para poder obtener la ecuacién general, es necesario igualar a cero la ecuaciéon
cartesiana o canonica.

x*+y?-16=0e c u a gdnerat
Ejemplo 2
Determina la ecuacion general de la circunferencia que tiene centro en el

. . 9 .
origenyradio r = 2 y trazar su gréfica.
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Unidad 5. La circunferencia y elipse
Solucién.

Recuerda que primero trazamos la circunferencia, puesto que tenemos los
elementos centro y radio.

Abrimos el compas Z = 2.2 unidades y trazamos.

Sustituimos los valores en la ecuaciéon
X2 + y2 - r2
Obtenemos

X2+y2:

WO NQo
R
- OO

x*+y’=—ecuaciann
16

Para obtener la ecuacion general se necesita que este igual a cero y con numeros
enteros.

81

x*+y?- —=0
y 16
Multiplicando por 16 toda la ecuacion.
165 +y? - 8280 (16)
C 16+

16x* +16y° - 81=0e ¢ u a @eneral
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Ejemplo 3.

Encuentra la ecuacion general de la circunferencia que tiene como centro
C (5,- 4)y radio r =6 unidades.

Solucion.

Trazamos el plano X y y localizamos el centro, abriendo el compas 6 unidades y
lo apoyamos en el centro para trazar la circunferencia.

¥

Sustituyendo los valores del centro C (5,- 4) y radio r =6 en la ecuacion
(x- 1 #ly- K =1

Queda la ecuacién
(x- 5)° +(y+4) =(6f

Elevando al cuadrado el radio, se obtiene la ecuacion canonica.
(x- 5)° +(y+4)° =36

Para obtener la ecuacion general, desarrollamos los binomios al cuadrado y la
ordenamos, igualando a cero.

X% - 10x+ 25+ y* +8y +16- 36=0
Ordenando queda.

x> +y?-10x+8y+5=0e c u a generat
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Ejemplo 4.
Determina la ecuacion general de la circunferencia que tiene como centro
C%,- E8y radio r =-/11

c 4

Solucién.

De la misma manera que en los ejercicios anteriores trazamos la circunferencia con

a2 18 (5. = /11° 33
Cg\%, 42 (.6, .25)yr J11° 3.

Ahora sustituyendo los valores del centro y radio en la ecuacién canonica tenemos.

G- 28 +By+ 10 = (1)
¢ 3+ ¢ 4=+

Elevando el cuadrado el radio tenemos.

4 28 & 13 _ .
&- -0 tay+-0 =llecuaciann i
¢ 3+ ¢ 4=

Desarrollamos los binomios al cuadrado, para empezar a obtener la ecuacion
general.

ooy,

x2 +2(x)

- oo
- ooy,

+y? +2(y)

O ?69)0
wWIinN
+
L) ?BQJO
wIiN
o) o
=
- Cj_o’
O NQDo
A

134



Unidad 5. La circunferencia y elipse

Simplificamos tenemos.

x* - gx+g+ y? +;y+116— 11=0

Ordenando los términos y simplificando.

w4y Sxaly. 1511
47 27 144

Multiplicando por el minimo comun multiplo para convertir la ecuacién a nameros
enteros.

144x° +144y? - 192x+72y- 1511=0e c u a gdnerat

En los ejercicios a continuacién aprenderas a obtener el centro y el radio a partir de
la ecuacion general de la circunferencia.

Ejemplo 5.

De la ecuaciéon x*+y?- 36=0, obtener el centro, radio y su gréfica.

Solucioén.

Por construccion de la ecuacion x* +Yy* - 36=0, el centro esta en el origen, ademas
no hay términos de primer grado.

Pasamos la ecuacion a forma estandar o candnica para obtener el radio.
x*+y*-36=0
x> +y? =36
Observa que
r’=36

r:x/%
r=6

Teniendo el centro C (0,0) y radio r =6 podemos graficar la circunferencia.
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Ejercicio 1.

Determina el valor de centro y el radio de la circunferencia que tiene como
ecuacion general 4x* +4y®- 81=0.

Solucién.
Para obtener las coordenadas del centro y la medida del radio es necesario dividir
entre 4 a toda la ecuacion.

XZ + y2 . o= 0
Por construccién de la ecuacion que no tiene términos de primer grado, entonces el
centro esta en el origen.

Para obtener el radio pasamos el término independiente al 2° miembro para llegar
a su forma estandar.

81

X +y*- ===0
y 4

81

X2+ 2 ===

y 4

Entonces r? = 81 donde r = /ﬁ
2 4
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Graficamos con C (0,0) yradior=-=45

Ejercicio 2.

Encuentra las coordenadas del centro y la medida del radio de la
circunferencia que tiene como ecuacién general.

X* +y? +10x- 4y- 7=0
Solucion.

Los coeficientes de los términos cuadraticos son iguales, eso quiere decir que es
una circunferencia.

Aplicamos el método de completar un trinomio cuadrado perfecto para pasar la
ecuacion general a la forma estandar o candnica.

Agrupamos lo términos de la siguiente manera.
X* +10x+y* - 4y=7

Tomamos el coeficiente del término lineal de "X' y "Y' para obtener el término que
forma el trinomio cuadrado perfecto (TPC).

° ~2

298 — (57 =25
G2+

° ~2
%40 —(2p=4a
¢ 2+
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Agregamos en ambos miembros.
X +10x+25+y* - 4y+4=7+25+4
Factorizando.
(x+5)2 +(y- 2)2 =36 ecuaciorcartesian:
El centro tiene coordenadas C ( 5, 2)y el radio.
r’=36

r =6.unidades
Ejercicio 3

Obtener las coordenadas del centro y la medida del radio, de la circunferencia
que tiene ecuacion general.
x> +y*+2x- y-5=0

Solucion.

Observamos los coeficientes de los términos cuadraticos que son iguales, eso
implica que es una circunferencia.

Agrupemos los términos para aplicar el método de completar cuadrados.
X>+2X+y*-y=5

Tomamos el coeficiente del término lineal, para tomar el trinomio cuadrado perfecto.

Nelo'l
I
—~
=
N
I
H

N

VB VW

Agregamos en ambos miembros.

1 1
X2+ 2X+1+V2- V+ - =5+1+=
y -y 4 4
Factorizando
2 1§ 25
x+1 +&y- =8 =<
(x+1) 50 =

Las coordenadas del centro son % 1%8 y el radio
9 -
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4
25
r=|=—
4
5
r=—
2

Ejercicio 4.

Determina las coordenadas del centro y el valor del radio r de la
circunferencia que tiene como ecuacién general.

36x° +36y° - 36x+216y+137=0
Solucioén.

Si queremos obtener la ecuacion estandar de la circunferencia tenemos que dividir
toda la ecuaciéon entre 36, para poder aplicar el método de completar un trinomio
cuadrado perfecto.

36x* +36y° - 36x+216y+137 _ 0

36 36

137
X2 +y?--x+6y+— =0
y y 36

Agrupando los términos para aplicar el método de completar cuadrados.

137

X? - X+y?+6y=-
y y 36

Agrego el término que forma el trinomio cuadrado perfecto.

2 2
a 1lg _1 abo 2
e -0 == 0o =(3) =9
T 29 4 22 )
X? - x+£+y2 +6y+9=- 137+1+9
4 4
Factorizando.
2
a 19 > _ 49
- -0 +\y+3) =——
¢ 2=+ (y ) 9
El centro de la circunferencia es ‘2% 38 y el radio.
(v =
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2 _ 49
9
4

ﬂ
i

q
1
©

9

_‘
1
Wl

Ejercicio 5.

Encuentralas coordenadas del centro y el valor del radio de la circunferencia
gue tiene como ecuacion general.

X*+y?- 2x+4y+5=0
Solucién.
Agrupamos los términos para aplicar el método de completar cuadrados.
X - 2X+y? +4y=-5

Tomamos el coeficiente de los términos lineales, para formar el TCP.

2

N
o

=(-1°=1

O ?BQ.)O

2
4

Qo

B
- ooy,
]
—
®
N
N
I
N

Agregamos en ambos miembros
X - 2X+1+Yy* +4y+4=-5+1+4
Factorizando.
(x- 2 +(y+2f =0
Las coordenadas del centro son (l- 2) pero el radio es 0.

Esto quiere decir que es un punto y no una circunferencia real.

En los siguientes ejercicios aprenderas a obtener el indicador el cual sirve para
identificar una circunferencia real o circunferencia imaginaria o simplemente un
punto, a partir de su ecuacion general.

Dada la ecuacion general de la circunferencia.
2
X +y*+Dx+Ey+F =0
El indicador es.
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

T=D*+E?- 4F

Si T>0 es una circunferencia real, lo que significa es que tiene centro con
coordenadas C (h, k) yradio r i IR,y se puede graficar en el plano cartesiano.

Si T <0, es una circunferencia imaginaria, quiere decir que tenemos
coordenadas del centro C (h,k), pero el radio es un niimero imaginario ri C,y no
se puede graficar.

Si | =0 esto significa que la circunferencia se deduce a un punto, tiene centro con
coordenadas C (h, k), pero su radio r =0, en el plano cartesiano solo se gréfica el
centro que es un punto.

Ejercicio 6.

De la ecuacién x*+y®- 4x+4=0 indica el tipo de circunferencia de la que se
trata, circunferencia real o imaginaria o un punto.

Solucion.

Los valores D,EyF son D=-4, E=0y F =4 sustituimos en la formula del
indicador y obtenemos.

| =D? +E2- 4F
=(- 4 +(0) - 4(4)
=16- 16

=0 es un punto
Ejercicio 7.

Dada la ecuacion
X2 +y%- 3x+2y+5=0

Determina el tipo de circunferencia de la que se trata.

Solucioén.

Los valores de los parametros son D =-3, E=2y F =5 sustituimos los valores en
el indicador y da.
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

| =D?+E?*- 4F
=(- 37 +(2 - 4l5)
=9+4- 20
=7 <0 es una circunferencia imaginaria
Ejercicio 8.

La circunferencia con ecuacion general.
2x* +2y% - 6X+2y+2=0

Determina el tipo de circunferencia de la que se trata.
Solucion.

Lo que tiene que hacer es, dividir entre 2 a toda la ecuacién para poder obtener los
valoresde D,EyF.

2X2 +2y% - BX+2y+2 _
2

0

Obtenemos.
X2 +y?- 3x+y+1=0
Los valores son D =-3, E=1y F =1 sustituimos en la formula del indicador.
| =D? +E?- 4F
=(- 3" +(2) - 4)

=90+1- 4
=7 <0 es una circunferencia real

Para Recordar.

- Sil =D2+E2- 4F >0 es una circunferencia real, que tiene centro C (hk) y
ri IR ysise puede graficar.

- Si 1 =D*+E?- 4F <0 es una circunferencia imaginaria que tiene centro
C (h, k) pero su radio ri Cy no se puede graficar.

- Si | =D?+E?- 4F >0es un punto que su centro es C (h,k)y r=0.
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Ejercicios
I) Encontrar la ecuacion general de la circunferencia y su grafica que tiene.

1) centro C (O 0) yr=

2) centro C (O 0) yr=

3) centro C (5, )yr—8
4) centro C(-1-3)yr=6
5) centro C(O, 6) =4

6) centro C (50)yr = >

(e}

7) centro C%, ;8yr:xﬁ
¢

8) centro C S‘e §8,4y r= 11
¢ 4=+ 3

9) centro C % ;8y r=6
(; -

10)centro C %%,OBy r=.7
g -

II) En las siguientes ecuaciones generales de circunferencia, determina su centro y
radio, por medio de su ecuacion estandar.

1) x*+y?-4x+2y-11=0

2) x*+y?+6x-4y+6=0

3) x*+y?-8x-9=0

4) X*+y?+10x- 4y- 7=0

5) x*+y*-12y=0

6) 16x2 +16y? - 16x+8y- 139=0
7) xX*+y*-y-6=0

8) 9x? +9y? +36x- 48y- 128=0
9) 3x?+3y? +18y+24=0

[1l) Indica el tipo de circunferencia de la que se trata si es real, imaginario o0 un punto,
por medio el discriminante.

1) x*+y*-2x+3y+9=0
2) X*+y*-2x+2y+2=0
3) X*+y*+3x+y=0
4) xX*+y*+4y+4=0
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5) x*+y®-2x+5=0

6) X°+y®+3x-4y-5=0
7) X*+y*+9=0

8) 3x?+3y?- 12x+9y- 3=0
9) 2x*+2y’-8x+8=0

10) 5x*> +5y* +10y- 5=0

Problemas de Aplicacion

Ecuacion cartesiana de la circunferencia con centro fuera al origen.
Ejercicio 1.

El circulo es el lugar geométrico de
todos los puntos que equidistan de un
punto fijo llamado centro.

En la tendencia moderna el concepto
de circulo se refiere ya sea al borde o
al borde junto con el interior de la
figura.

Los puntos de interseccion de dos circulos determinan al eje radical.

1.- Obtener la ecuacion y la magnitud del eje radical, dadas las dos ecuaciones
generales de las circunferencias.

W W W Tw Y T O W W Qw pT T
Solucién.

Igualando ambas ecuaciones y simplificando ¢w Tw Y CO @Qw P T T
Reduciendo términos semejantes se tiene. Tw ¢w ¢ T, despejando la
vari abl e vy o0,ecuadidndet gemadecal b a °

Por otra parte, es conveniente elevar al cuadrado la variable despejada
W T T p. Para poder sustituir la ecuacion lineal y la ecuacion
cuadratica, en una de las ecuaciones originales dadas para asi obtener los puntos
de interseccion y la longitud del eje radical.
W Tw T pPp CWTIT Cwp Y
Simplificando.® Tw T p CW YW T Y T
LW PW O T
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Al aplicar la solucién general de las
cuadréticas. Encontramos dos valores
de. @* @ FE o
sustituyendo estos valores en la
ecuacion del eje radical « °

obtenemos dos valores de:
LE p& WEEvL porloque los
puntos de interseccion son
pr T@h p& p2 ofu calculando

la distancia entre ambos puntos
obtenemos la longitud del eje radical
quees 'H 8

Los objetos concéntricos comparten el
mismo centro, eje u origen. Los
circulos, tubos, ejes cilindricos, discos
y esferas pueden ser concéntricos
entre si.

2.- A un hexégono regular de 4 cm de lado se le inscribe una circunferencia y se le
circunscribe otra. Determina el ancho y el area de la corona circular asi formada.

Solucién.

Un hexagono regular esta formado por 6 triangulos equilateros por lo que se puede
analizar un triangulo rectangulo para conocer la magnitud del segundo radio.

Si la hipotenusa vale 4 y el cateto 2.
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

t g PM=4.02

la altura es igual Q Wt ¢

Mp ¢ = 3.4 por lo que el ancho de la
corona es de 0.6 cm.
elarea “ 1 C ™ P @A

Dados una circunferencia y una recta puede suceder que:

1 Larecta corte a la circunferencia en dos puntos (diametro).
1 Larecta corte a la circunferencia en dos puntos (secante).
1 Larecta corta a la circunferencia en un solo punto (Tangente).

La recta tangente a una circunferencia
en un punto, también llamada recta
exterior a la circunferencia, la cual es
una recta perpendicular a uno de sus
radios.

3.- Obtener la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia.
® ® Yn Tw YT T,enelpuntop th ¢
Solucién

Como primer paso hay que determinar el valor de la pendiente entre el centro de
la circunferencia y el punto dado.
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Al determinar la ecuacion ordinaria de la circunferencia ® 1 W q p Tl
se obtienen las coordenadas del centro (- 4,- 2), el valor de la pendiente del centro
al punto es

. . i o¢

— U rg =
I : v o
por definicidén se requiere la U tl—; %] % U la ecuacion de

endiente perpendicular al radio por .
P Perp b la recta tangente es U ¢ %] yn
lo que se debe encontrar la pendiente ¢ ®
inversa.
a LU
P

Utilizando la ecuacion de la recta
punto pendiente.

U uUb i @ @b sustituyendo L

Yz 1 T

los datos
(0] .

U g
: v
u u o g 1
Ejercicios planteados

a) Determina las coordenadas de los puntos de interseccion, si los hay
dada la ecuacion de larecta. @ U p Tty la ecuacion de la
circunferencia®w ® Yw X T

b) Calcular el area de la corona circular determinada por las circunferencias
inscrita y circunscrita a un cuadrado de 8 m de diagonal.

c) Encontrar los puntos de interseccion de los circulos cuyas ecuaciones son
o U w e o nm y o U tow ¢ ¢m m

Soluciones
a) Puntos de interseccion de la recta y la circunferencia p1 piit y p2 th o
by 6 Z 'Y i o) 8 Qa
c) Los puntos de interseccion del eje radical son p1  off@ y p2 mh o®
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Autoevaluacion

1.- Determinar la ecuacion general de la circunferencia, su diametro es el segmento
cuyos puntos extremos 0 ph 0 W6 ph o

2.- Identifica cual de las ecuaciones son circunferencia en caso afirmativo obtén su
centro y radio. w U ¢cw w0 @ T

W pPQ pP T

® U oo p pmmm
3.- Obtenga la ecuacion ordinaria, centro y radio dada la ecuacion general
® U oo tw o T

4.- Obtener la ecuacion de la circunferencia que tiene por centro vfg y es tangente
ow CW @ T
5.- ¢ Cudl es la ecuacion de la circunferencia circunscrita al triangulo con vértices
0 ¢t B ¢ch ¢ wd ¢h ¢

6.- Encontrar la longitud de la cuerda comun a las circunferenciasw U v 1

w U vo m
7.- Determinar los puntos de interseccion dado el siguiente sistema.

~

w U 10 o o T
W w U pdp ew Yp m

8.- Halla los ejes radicales y el centro radical de las circunferenci

q

{

S

£
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Soluciones

1-® U @ Y 1
2.- centro (1,2) y radio 3
3.- centro (3,- 2) y radio 4

4.- radio = distancia del centro a la recta tangente = 2.6

Por lo que la ecuacibnes w U W C C®
U pm 10 ¢CUL T
5.-Laecuacibnes w T W p L8
o U w cw po T
6.- Ecuaciéony ma}gnitud dgl eje radical. La ecuacién es x =1y los puntos de
interseccion p1 plt p2 ph ¢ por lo que la magnitud es = 4.

7.- Los puntos de interseccion de las dos circunferencias dadas p1 x®a®
p2 X®hT®

8.- Ecuaciones de los ejes radicales

W p
L
W — 0w W T
LD
W — W X T

8

El punto de interseccion de los ejes radicales p (4.6,1).
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La Elipse
Presentacion.

El alumno al terminar esta unidad podra ser

5) Capaz de obtener la ecuacién cartesiana y ecuacion general de la elipse con
centro en el origen y fuera de este.
6) Trazar la gréfica de la elipse, reconociendo sus pardmetrosa,b y ¢ con centro

en el origen y fuera de este.

7) Determinar los elementos de la elipse, transformando la ecuacion general a
su forma ordinaria.

8) Resolver problemas donde la elipse se presenta.

Conceptos Claves.

Definicion. El conjunto de todos los puntos P (x, y), tales que la suma de las

distancias de P(x, y) a dos puntos fijos F, y F,del plano, llamados focos, es
constante.

Sea un punto P (X, y) suponiendo que esta sobre la elipse que tiene como focos
F. (c, O) y F, ( C, 0), graficamente se tiene:

P(xy)

F2(-c,0) F1(c.0)

Los focos de la elipse son puntos y elementos que sirven de referencia para definir
la conica y construirla, pero no forman parte de ésta.

Observemos que para cualquier punto P sobre el segmento que une los focos:
F,P+ F,P=F,F
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La suma de sus distancias a los focos F, y F, es una constante, es decir siempre
da F,F, pero no se formaria una elipse, porque recuerda que el hilo debe ser mayor
a la distancia que existe entre los focos.

Con el andlisis anterior es necesario cumplir las siguientes condiciones para
formar graficamente la elipse:

1 Los focos y el segmento que los une no forman parte de una elipse.
1 La suma de las distancias de los focos al punto P, es mayor que la

distancia entre los focos.
P

Cumpliendo con los incisos anteriores F, P + F,P =constante

En la siguiente grafica se muestran segmentos, puntos y rectas que se asocian

con la elipse.

P(x.v)

"O"0 son los focos y la distancia entre ellos es la distancia focal.
® W son los vértices y como segmento es el eje mayor o eje focal.

0 es el centro de la elipse.

6 w6 son los extremos del eje menor y como segmento es el eje menor.
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

Los vértices son los puntos donde el eje mayor corta a la elipse. El centro de la
elipse es el punto medio del segmento que une los focos. La recta normal pasa por
el centro y es perpendicular al eje mayor.

Una cuerda de la elipse que es la perpendicular al eje mayor y que pasa por uno de
los focos F, o F,, recibe el nombre del lado recto o ancho focal.

Elipse Horizontal y Vertical con Centro en el Origen

De forma algebraica obtengamos, a partir de la definicién, la ecuacion candnica o
estdndar de la elipse con centro en el origen y de forma horizontal. Si

F.(c,0),F,(-c,0) y ai Acon a>0, entonces

PF, +PF, =2a

v ey o f(x- Pry? =2

Realizando operaciones algebraicas, como el elevar al cuadrado, agrupacion de
términos semejantes, simplificacion y factorizacion se obtiene

at- 2262 =252 . (242 4 52,2

azgaz_ ¢2f= ngaz_ c2§+ay?

Si observamos la figura anterior la longitud de FF, es 2c y la suma de las longitudes
F,Py F,P del triangulo F,PF, es 2a. Por lo tanto, 2a>2c entonces dividiendo

entre dos.
a>c

Como a>0 entonces, a° >acy c¢>0, de donde

ac>c’
Por transitividad tenemos que

a®>c’

a®-c?>0
Llamamos b*>=a®- ¢?

y sustituyendo en la ecuacién anterior.
a2b2 - b2X2 + a2y2
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

Dividiendo entre a’b* , 0,

a2b2 _ b2X2 . a2y2
azb2 a2b2 a2b2
2 2
L+ Y =1
a2 b2

Que es la ecuacién ordinaria o cartesiana de la elipse con respecto a ambos ejes
coordenados. Cabe mencionar que la ecuacion ordinaria y la ecuacién cartesiana

es la misma de la elipse.

Cuando y =0 entonces x=°aysi x=0 entonces y="°b. Es por eso que la elipse
cortaal eje x en V,(- a,0)yV.(a, 0) yal eje y en B,(0-b) y B,(0, b). La distancia
que hay de V, aV, es 2a y se llama, diametro mayor de la elipse.

La distancia que hay de B, a B, es 2b y se llama diametro menor de la elipse.

La cuerda que pasa por un foco y es perpendicular al eje mayor se llama lado recto.
(Hernandez C.2008, p 391)

Para calcular su longitud del lado recto sustituimos en la ecuacion simétrica X=C y
usamos la relacién ¢ =a? - b?,

X2 y2_
2p Tl
2 2
2 2 2
aa-lzb +y72:1
a2 b2 y2_
@ a b
y2 2
2 a2
b4
yzzg

b? b?
Dedonde y=-— O =,
y a y a

Asi los puntos extremos del lado recto son.
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

oy
N

o 2 2&2 o ~
(C- C)2+ab+ba§ = %ag =
¢ S LA

De forma gréfica del andlisis de la elipse horizontal con centro en el origen es

le1ob)

V2(-a,0) Vi(a,0)

1B2(0,-b)

Ahora la elipse de forma vertical con centro en el origen, podemos hablar de manera

algebraica y general de este tipo de cdnica, para obtener la ecuacién estandar o
simétrica de la elipse.

Tracemos la elipse vertical con centro en el origen en forma general.

Los vértices con coordenadas
V,(0-a) , V,(0,a)

Las coordenadas de los focos que estan sobre el eje y.
F.(0,-¢) , F,(0,c)

Los extremos del eje menor que tienen como coordenadas
B,(-b0) , B,(b0)
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

{ Vi{0,a)

LF10,5)

B2(b,0) | B1(6,0)

$F2(00)

1V2(0,-a)

Obtengamos la ecuacién candnica de la elipse vertical con centro en el origen.
Sea P(x, y) un punto en la elipse y los focos Fl(O, C) y FZ(O,- C).

Por definicion tenemos

PR +PF, =2a

VX +(y- ©f +4x* +(y+c)’ =2a

Realizando operaciones algebraicas, como el elevar al cuadrado, agrupacion de
términos semejantes, simplificacion y factorizacion se obtiene

Y haciendo la relacién
b2 =a%- 2
Sustituyendo en la ecuacion tenemos
aZbZ — a2X2 + b2y2.

Dividendo entre a?b?, se obtiene la ecuacion ordinaria o cartesiana

Para obtener la ecuacion general se multiplican ambos lados de la igualdad por
a’b’ y se iguala a cero.
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

a’x* +b*y* - a’* =0.

La grafica de la elipse vertical con centro en el origen

Vi(0.a)

1 v2(0.-a)

Con el andlisis de las elipses con centro en el origen de forma horizontal y

vertical, se pueden resolver los siguientes ejercicios conceptuales.

Ejercicios Conceptuales

Completar las siguientes preguntas.

1) Una elipse es el conjunto de , tales que la
de las distancias de P a puntos fijos F vy
del plano, llamados , €s constante.

2) Las coordenadas de los vértices de una elipse horizontal con centro en el

origen son V, ( , ),Vz( , ).

3) Las coordenadas de los focos de una elipse vertical con centro en el origen son

F, ( . FR( ).
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

4) La ecuacion estandar o simétrica de una elipse horizontal con centro en el

origen es

5) De los parametros a,/b,c la medida entre ellos debe cumplir

a b, a C.

6) La longitud del eje mayor de cualquier elipse con centro en el origen es

7) La longitud del eje focal de cualquier elipse es
8) La longitud del diametro menor de cualquier elipse es
9) La longitud del ancho focal de cualquier elipse es

Para confirmar tus respuestas te ayudara la siguiente tabla de los elementos y las

ecuaciones de la elipse horizontal y vertical con centro en el origen.

Elementos y Elipse Horizontal Elipse Vertical

ecuaciones
Centro (0, 0) (0,0)
Vértices V(° a,0) v(0,°a)
Focos F(° c,0) F(0,°c)
Extremos del eje menor B(0,°b) B(° b,0)
Ecuacioén ordinaria o 22 2 2

! LS LS

cartesiana a® b b®> a’
Ecuacion general A +By +F =0 AC +By+F =0
Longitud del eje mayor V)V, =2a VYV, =2a
Longitud del didmetro BB, =2b BB, =2b
menor
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

Distancia focal FF,=2c FF,=2c
Longitud del lado recto 2h? 2b?
a a
Coordenadas de los A Dp26a b2 6 4 b2 0a&a b2 O
extremos de 2l A & C0% 3
. Q +g - (; +g =
la elipse

A continuacion se presentan ejercicios que te ayudaran a entender la construccion
de la elipse y sus ecuaciones, sin importar que sea horizontal o vertical con centro

en el origen.

En esta seccidn van a encontrar ejemplos y ejercicios con diversos datos, pero hay
gue obtener la ecuacién cartesiana y general, de la elipse asi como el trazo de su

grafica.
Ejemplo 1.

Encontrar la ecuacion general de la elipse con su eje mayor sobre el eje X,
con centro en el origen, eje mayor igual a 20 unidades y semieje menor a 3

unidades. Traza la conica.
Solucién:

Es necesario identificar el tipo de cénica y en este ejercicio es una elipse horizontal,

porque el eje mayor esta sobre el eje X.

Tracemos en el plano coordenado el centro
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

Para obtener el valor del parametro a utilizamos que el eje mayor mide 20

2a=20

a=10.

Ahora para saber el valor del parametro b, que es la distancia que existe del

centro a cualquier extremo del eje menor, y como sabemos que el semieje menor
es 3, entonces b=3.

Para obtener la ecuacién estandar o canonica de la elipse es suficiente tener los
pardmetros a y b. Substituyendo en la ecuacién

+2_=1

10° (32

%2 y2 . L
+ 5 =1 ecuacion ordinaria

100
Ya que se obtuvo la ecuacion ordinaria podemos obtener la ecuacién general:

Multiplicando ambos lados de la igualdad por su minimo comun mdaltiplo 900 de
100y 9.

o

2 2
90 + Y
9

o0 =(D(900)

OO0

B
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

9x* +100y* =900
9x* +100y* - 900=0 ecuacién general

Para graficar la elipse es necesario tener el valor del parametro c, por medio, al
teorema de Pitagoras, con relacién a la elipse y es
a’=b*+c?
c=-+/a’- b?
=./0o’ - (37
=./100- 9
= Jo1
9.5

o

>

Las coordenadas de los vértices son

V, (- a,0) =V, (- 10,0), V,(a,0)=V,(10,).

Las coordenadas de los focos son
F.(-c,0)° F(-950), F,(c,0)° F,(9.50).
Las coordenadas de los extremos del eje menor son
B,(0,-b)=B,(0,-3), B,(0,b)=B,(03).

Para obtener los extremos de la cuerda que pasa por uno de los focos de la elipse
es necesario el lado recto dividido entre 2 que es
2
bi = g =09
a 10
Donde las coordenadas de los extremos de las cuerdas que pasan por los focos son
& b’@ a b0
C,a,—Q°C, (9509 ; C,&,- —Q°C,(95-09
1% 8° C:(9509) é@ 2 8 G )
a 2 6 o _ ~
C.8 c,b—go C,(-9509) ; C,% ¢, 2% c,(-95-09)
g a Q a =+

La grafica de la elipse es
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

Realicemos otro ejercicio con otros elementos como datos.

Ejemplo 2.

Trazar la elipse que tiene como extremos del eje menor B,(0,-6) , B,(0,6) y la

longitud del eje mayor es 14 y encontrar la ecuacién general.

Solucién.

Primero tracemos en el plano xy las coordenadas de los extremos del eje menor.

B2

B1

Ahora obtengamos el tipo de elipse que en este ejercicio es de forma horizontal y al

obtener el centro que es el punto medio de los extremos del eje menor, sus

coordenadas coinciden con el origen, la distancia del centro a cualquier extremo del

eje menor es el valor del parametro b que mide b =6.
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

La forma que tiene esta conica es horizontal puesto que los extremos del eje menor

estan sobre el eje y. Los vértices y focos deben estar sobre el eje X.

Para obtener el valor del segundo pardmetro utilizamos la longitud del eje mayor

que es 2ay el valor del parametro aes

a=7 unidade:

Al tener los valores de los pardmetros a ybse puede encontrar la ecuacion
estandar.

XT Y- 1 ecuacion cartesiana

Para trazar la elipse es necesario obtener las coordenadas de los vértices que son
V;=(-a,00=V,(-7,0) , V,(a,0)=V,(7,0)

Para obtener el valor del pardmetro ¢ usamos la relacién
a’ =b* +c?
Despejando ¢
c=+/a’- b?
c=-/(7)*- (6)°
13

»

o

3.6.

Las coordenadas de los focos son
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

F.(-c0)° F(-36,0) , F,(c,0° F,(3.6,0).

Obtengamos el valor de los extremos de la cuerda que pasa por uno de los focos
de la elipse

2
b _%ogy
a 7/

Las coordenadas de los extremos de la cuerda con respecto a cada foco son

b? @ & b’0d
C.& —g°C,(3651) , cz?- —8°C.(36-51)

a =

vo&ﬁmo

o o

2 X > ~
C.R c,+%§° Cy(-365.) , C,® c- %go C,(-36,-5.1).
¢ ¢ 3

La gréfica de la elipse es

La excentricidad

Observar las ecuaciones de los ejercicios anteriores y sus graficas,

2 2 2 2
X7+X =1 : L+L:1
100 9 49 36

Donde sus graficas son
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

La primera elipse es mas alargada que la segunda, para medir este alargamiento
veamos los parametros a,by c de ambas elipses.

La primera elipse tiene a=10, b=3 vy c=491° 95 y

_C_91, 495
a 10

La segunda elipse tiene a=7, b=6 y c=+13°36 y

e=C- 130055
a_ 7

Este cociente es menor que el primer cociente.

La manera de medir el alargamiento de una elipse es por su excentricidad la cual
se define como el cociente de la distancia focal 2c entre el eje mayor 2a.

_2c _c
e=__=—_.
2a a

Como sabemos que c<aentonces el valor de la excentricidad va estar entre los
valores

O<ex<l.

Si la excentricidad esta mas cerca del uno, la elipse sera mas alargada, y si esta
cerca del cero serd mas parecida a un circulo.
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

La excentricidad se puede definir para cualquier conica. Si sabemos su valor
tendremos el tipo de conica que es.

Sila e=0, es porque ¢ =0, significa que los dos focos estan en el mismo lugar,
entonces es un circulo.

Realicemos ahora un ejercicio donde uno de sus datos es la excentricidad.

Ejercicio 1.
Obtener la ecuacion estandar de la elipse de forma vertical que tiene como

excentricidad e=§ y lalongitud del eje mayor es 10 unidades.

Solucion.

La longitud del eje mayor es 2a=10, el valor de a=5

Si la excentricidad es e=§ sustituyendo a=5

Obtengamos el valor de b

b= \/a2 - ¢?
b=-/(5?- 3?2

+/25- 9
= \/E
=4

La ecuacion de la elipse es
2 2
L+ L =1
b2 a2
2 2
X72+y72 =1
@< O
%2 y2
~ -+ - =1 ecuacion cartesiana
16 25

La grafica de la elipse es
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Ahora en los siguientes ejercicios obtengamos los elementos y la grafica de la

elipse dada la ecuacion cartesiana o general.

Ejercicio 2.

2 2

X - :
Dada la ecuacién — + =1 encontrar la excentricidad y trazar la elipse.

Solucién:

Para saber el tipo de cénica dada la ecuacion, observamos el denominador de
mayor valor. Como se encuentra debajo de la x*, esto implica que es una elipse
horizontal y con centro en el origen.

El valor del parametro a es

9O 9 @
1
o
)
a1

El valor del parametro b es
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

b*>=9
b=-/9
b=3.

Es necesario el parametro c, con la relacion

c=+/a’- b’
c=4/®*- (3?
c=+25-9
c=./16
c=4.
. 4
La excentricidad es e=—=_-=0.8
a 5
Con este valor la elipse es alargada.
La grafica de la elipse es
/,‘;‘/ ol 'H.H\{\
/ \\-.

Otro ejercicio similar al anterior pero de forma vertical es el siguiente.

Ejercicio 3.
Obtener el valor de la excentricidad y la grafica de la elipse que tiene como
2 2
ecuacion LS o =1
25 36

Solucioén.

El tipo de elipse es de forma vertical porque el denominador de mayor valor se
encuentraen y* y con el centro en el origen. Obtenemos los pardmetros a y b
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

Encontremos el valor del parametro c

=./36- 25
=.11
©33.
La excentricidad es e= 3 = \El © 0.55 esto significa que la elipse no es alargada.

La gréfica de la elipse es

Para facilitar la obtencion de los elementos y ecuaciones de las elipses se

recomienda recordar lo siguiente.
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

Para Recordar

Dado los datos se recomienda que se siga el siguiente analisis:

1) Trazar el plano coordenado y localizar los elementos, dados.

2) Identificar el tipo de elipse por medio de los elementos localizados, si es
horizontal o vertical.

3) Obtener las coordenadas del centro siendo en el origen o fuera del origen.

4) Encontrar el valor de dos parametros que se encuentren en los elementos
dados.

5) Aplicando el Teorema de Pitagoras correspondiente a las condiciones de la
elipse, obtener el valor del 3er parametro.

A continuacion resuelve los siguientes ejercicios

Ejercicios.

I) Determinar la ecuacidn candnica, la ecuacion general y trazar la grafica de la
elipse que tiene como elementos:

1) Vertices V1(5,0), Vv, ( 5,0) y longitud del eje menor 8.

2) Focos F1(0,2), FZ(O,- 2) y longitud del eje mayor 10.

3) Vértices V,(0,6), V,(0- 6) y longitud del lado recto 6.

4) Extremos del eje menor Bl(0,4), BZ(O,- 4) y longitud del eje focal 10.
5) Vértice V,(5,0), centro C(0,0), foco F,(4,0).

6) Focos F1(0,3), FZ(O,- 3) y longitud del eje menor 6.

7) Vertices V1(4,0), VZ(- 4,0) y excentricidad e= ;

8) Focos F1(3,0), F, ( 3,0) y semieje mayor 6.
9) Centro C(0,0), vértice V,(0,7) y un extremo del eje menor B,(- 50).

10) Focos F, ( 6,0), F1(6,O) y excentricidad ezg.

II) Encontrar el valor de la excentricidad y trazar la grafica de la elipse que tiene
como ecuacion estandar o general.

2 2
1) X_+y_:

9 25
2 2

2) X_+y_:

16 12
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2 2

3) X_+y_:1
49 16
2 2

4) X_+y_:1
18 25
2 2

5) X_+y_:]_
36 25

6) 3x*+2y°-6=0
7) 9x* +25y® - 225=0
8) x*+4y*-4=0
9) 13x*+9y’-117=0
10) 9x* +y*-9=0

Elipse Horizontal y Vertical Fuera Del Origen

Ahora veamos los elementos de la elipse con centro fuera del origen, es decir, con
coordenadas C(h, k). Los elementos se modificaran a partir del movimiento del

centro.

Por medio de un problema sencillo veamos cémo introduccion la elipse con centro

C(h,k) donde h y k son distintas de cero.

Un jardinero desea sembrar flores de forma eliptica en el jardin, elevando dos

estacas separadas entre si 3 metros y atando un cordel de 5 metros entre ellas.

Con otra estaca tensa, recorre la cuerda de un extremo al otro, y ambos lados del

segmento imaginario que une las estacas, de esta forma traza la elipse.
Si las estacas estan en las coordenadas F,(1,0) y F,(4,0), encuentra:

a) La ecuacion de la elipse que trazo el jardinero.

b) Se desea sembrar un arbol en la coordenada (0,0), dentro del arreglo eliptico

del jardin ¢ quedara éste en la elipse
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Unidad 5. La circunferencia y elipse

a) Escribimos la definicion de elipse con estas caracteristicas
|PF,| +|PF,|=5

Consideramos el punto P(X, y) en la elipse, F,(1,0) y F,(4,0) entonces

J(x- D2+ y? +(x- 42 +y? =5,
Eliminando un radical y simplificando tenemos.
(x- D +y* =25-10,/(x- 4)° +y° +(x- 4)° +y°.
Desarrollando y simplificando
X2 - 2x+1+y? =25-10,/(x- 4)2 +y? +x2 - 8x+16+y?
10./(x- 4)* + y* =- 6x+ 40,
Dividiendo la ecuacion entre dos
W =-3x+20.
Elevando al cuadrado para eliminar el radical

25(x* - 8x+16+ y*) =9x° - 120x + 400
25x% - 200x + 400+ 25y* = 9x* - 120x + 400.

Ordenando y simplificando
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